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摘要:排队问题随处可见,
 

如何科学有效地对排队拥堵状况进行监控,
 

合理配置资源具有重要的理论和现实价值.
 

与平稳模型相比,
 

动态排队模型由于其时变特征,
 

适用性更广.
 

本文根据逐段平稳和 M/M/C 模型的相关理论,
 

构

建了基于Q 图的动态M(t)/M/C 模型.
 

该模型利用Q 控制图对过程中的到达率λ进行实时监测,
 

根据变点对到达

过程进行分段,
 

进而优化服务台的配置问题.
 

随机模拟结果表明,
 

该模型具有优良的检测效果,
 

能够使有限的服务

台资源得到有效利用.
 

最后,
 

本文基于收费站数据,
 

进行了实证分析,
 

结果表明该模型可以实时监测到达率的变化

情况,
 

从而达到合理安排人工收费车道的目的.
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Abstract:
 

Queueing
 

problems
 

can
 

be
 

seen
 

everywhere.
 

How
 

to
 

effectively
 

monitor
 

queueing
 

congestion
 

and
 

rationally
 

allocate
 

resources
 

have
 

important
 

theoretical
 

and
 

practical
 

values.
 

The
 

study
 

of
 

dynamic
 

queues
 

with
 

time-varying
 

arrival
 

rates
 

has
 

become
 

popular
 

in
 

queueing
 

theory.
 

In
 

this
 

work,
 

we
 

applied
 

the
 

Q-chart
 

to
 

study
 

the
 

staffing
 

level
 

for
 

dynamic
 

queueing
 

system
 

M(t)/M/C.
 

This
 

chart
 

was
 

applied
 

to
 

monitor
 

the
 

arrival
 

rate
 

λ
 

in
 

the
 

process
 

in
 

real
 

time.
 

According
 

to
 

the
 

change
 

points,
 

the
 

process
 

was
 

seg-

mentized
 

to
 

optimize
 

the
 

configuration
 

of
 

service
 

station.
 

Stochastic
 

simulation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

meth-

od
 

has
 

advantage
 

in
 

improving
 

the
 

utilization
 

rate
 

of
 

the
 

service
 

station.
 

An
 

empirical
 

analysis
 

was
 

conduc-

ted
 

in
 

this
 

study.
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排队系统的研究大体可分为3个方面:
 

①
 

性能分析;
 

②
 

统计推断;
 

③
 

资源配置[1].
 

在排队模型的研究

中,
 

目前学者们通常假设顾客的到达率是不变的,
 

具有平稳性.
 

但在很多情况下,
 

如医院急诊室[2],
 

顾客的

到达具有时变的特征,
 

文献[3]指出若到达率只是偶尔非平稳,
 

利用平稳排队模型分析系统的性能指标,
 

得

到的效果并不是最优的.
 

文献[4]指出即使到达率只是适度的不平稳,
 

若利用平稳排队模型拟合系统,
 

也会

造成性能指标的严重低估,
 

因此,
 

逐段近似的方法成为研究非平稳排队模型的一类重要方法.
 

最近几十年,
 

具有时变到达率的排队模型的资源配置问题成为学者们的研究热点之一.
 

文献[5]研究了非平稳到达过程

的一般模型,
 

使用平方根公式建立了服务台配置算法.
 

文献[6]根据改进的遗传算法建立了有关立体车库

的排队模型,
 

该模型可以缓解城市交通的压力,
 

从而可以提升立体车库的服务率.
 

文献[7]为了实现资源利

用效率的最大化,
 

提出了以能量最小化为基础的虚拟机簇分配方法.
近年来,

 

排队模型的统计控制问题引起了学者们的广泛关注.
 

文献[8]通过转移概率,
 

给出变点监测的

方法,
 

并为M/G/1和GI/M/1模型系统利用率的监测提供了控制限.
 

文献[9]通过CUSUM 表监控排队

系统M/M/1队列的服务性能,
 

并与几种替代方法进行了对比.
 

考虑到数据的自相关性,
 

文献[10]提出了

一种基于加权似然比检验的 WLRT控制图,
 

该控制图能有效地监控排队系统的性能指标,
 

尤其是对于 M/

M/1队列系统利用率的监控.
目前在排队论的研究中,

 

学者们通常把排队系统的性能监控和资源配置优化问题分开考虑.
 

另外,
 

现

实中很多排队系统的服务效率主要与服务台本身有关,
 

如超市收银台的服务速率主要与收银员的熟练程度

有关[11].
 

基于以上考虑,
 

本文将系统性能的监控和服务台配置综合考虑,
 

基于Q 图研究M(t)/M/C 模型

服务台优化配置的问题.

1 理论基础

在M(t)/M/C模型中,
 

到达过程服从Poisson分布,
 

但此时到达率不再恒定而是关于时间t的函数.
 

本

文采用M/M/C模型和Q图技术对动态M(t)/M/C排队模型到达率的变化进行检测,
 

从而优化服务台的配

置问题,
 

下面对符号术语进行简要的介绍.
1.1 M/M/C

本文采用逐段近似的方式优化 M(t)/M/C 模型的服务台配置问题,
 

通过监测变点对排队系统进

行合理的分段,
 

每段近似服从平稳的M/M/C模型,
 

并利用该模型研究相关问题.
 

在M/M/C模型中,
 

顾客的到达速率服从参数为λ 的泊松分布,
 

服务时间服从参数为μ 的指数分布,
 

服务台的数量为C,
 

等待空间和客源数量为无穷大,
 

服务规则是先到先服务[12].
 

其中,
 

ρc =λ/(Cμ)表示系统的服务强

度,
 

一般来说只有当ρc<1时才能保证系统的平稳运行.
 

W 是用来刻画顾客等待时间的参数,
 

其平均

值为E(W|W >0),
 

概率为P(W ≤T|W >0).
 

进一步有

E(W|W >0)=1/[Cμ(1-ρc)] (1)

P(W ≤T|W >0)=1-exp[-CμT(1-ρc)],
 

T >0 (2)

1.2 Q 图

传统控制图通常只能监测服从标准正态分布的数据,
 

对于服从泊松过程的数据其监测性能较差.
 

文献

[13]将Q 统计量应用于自适应移动加权平均控制图中,
 

将参数值进行标准化处理,
 

对常规控制方法进行了

改进.
 

文献[14]也对Q 图进行了性能的改进,
 

在绘制泊松属性图的工作中采用了近似标准化的控制图,
 

通

过泊松分布进行变换,
 

使数据近似标准化,
 

并给出检测泊松参数的Q 图技术.
 

因此,
 

本文采用改进后的Q
图来检测排队系统到达速率的变化.

2 模型

在 M(t)/M/C 模型中,
 

顾客的到达服从强度为λ(t)的非齐次Poisson分布.
 

为了对队列的到达速率
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进行实时监测,
 

本文构建了基于Q 控制图的监测方法,
 

通过逐段平稳的 M(t)/M/C 模型对其服务台配

置问题进行研究.

2.1 Q 统计量

本文首先对到达率λ(ti)进行估计并检测变点,
 

根据检测出的变点时刻将排队队列分为i(i=1,
 

2,
 

…,
 

m)段,
 

每段的时间记为ti,
 

经过ni 次观测,
 

顾客的到达速率为λ(ti),
 

到达速率随着ni 的变化记为

niλ(ti).
 

当每段中顾客的到达速率和到达人数均相同时,
 

ni 和λ(ti)为常数,
 

即ni=n,
 

λ(ti)=λ0,
 

计算可

得每段顾客人数的均值为nλ0,
 

方差为nλ0,
 

利用传统的3σ 控制图构造上下控制限,
 

则

UCL=nλ0+3 nλ0   CL=nλ0   LCL=nλ0-3 nλ0
每段所需观测的最小样本数如下所示:

n≥
-ln(αL)

λ    αL =P(xi >UCL)=1-F([UCL];
 

niλi) (3)

  当λ(ti)随时间ti 变化时,
 

上下控制限的误差增大,
 

控制图的灵敏度降低.
 

为了提高控制图的检测

性能,
 

本文将服从泊松分布的顾客数量的观测值xi 转化为可以在标准化正态Q 图上绘制的值,
 

Xi 是不

同时段所有顾客数量的观测值xi 的和,
 

即Xi=x1+x2+…+xi,
 

Ni 是整个系统的总观测次数,
 

ni 是

该时段观测的总次数,
 

即 Ni=n1+n2+…+ni.
 

将x1,
 

x2,
 

…,
 

xi 转化为Q 统计量,
 

通过下式给出相

应的变换:

Qi=φ-1(γi),
 

其中γi=B(xi;
 

Xi;
 

ni/Ni) (4)

2.2 服务台配置优化算法

本文利用逐段平稳方法研究M(t)/M/C 模型的服务台配置优化问题.
 

利用Q 图检测到达速率λ 的变

化,
 

将发生变点的时刻记为t1,
 

在t1处对到达过程进行分段处理,
 

并分别估计出每段的到达速率λ1和λ2的

值.
 

若估计得到的λ2 和λ1 相等,
 

则说明产生了误报,
 

此时是一个伪检验,
 

不需要采取任何措施;
 

若得到的

λ2 与λ1 相差较大,
 

表明到达速率λ 发生了变化,
 

收到报警信号后,
 

通过到达率λ2 与λ1 构造新的到达率λ
的值,

 

根据平稳模型对服务台的数量进行调整,
 

从而优化系统中顾客的拥堵程度和等待时间.
具体算法如下:

①
 

利用Q 图检测整个排队过程中到达率的变点,
 

得到发生变点的时刻t1 和到达率的估计值λ1;

②
 

基于到达率λ1 和给定的延迟概率α,
 

利用M/M/C 模型的相关性质,
 

计算服务台的数量C,
 

即

P(W ≤T|W >0)=1-exp[-CμT(1-ρc)]≤α,
 

T >0 (5)

通过上式可知,
 

服务台数量C 满足

C ≤λ/μ-ln(1-α)/(μT) (6)

  ③
 

在时刻t1 之后,
 

基于到达率的估计值λ2,
 

若λ1=λ2,
 

则将检测下一个变点,
 

若λ1≠λ2,
 

则重复步

骤 ② 计算该段服务台的最优配置;

④
 

重复上面的步骤,
 

直至周期结束.

3 模拟实验

本节设计了随机模拟实验证明该模型的理论优势.
 

首先选取i个样本观测值,
 

对λ 设定不同的参数来

模拟Q 图的监测过程.
 

本文共选取了48个样本点,
 

即i=1,
 

2,
 

…,
 

48.
 

根据式(3)计算得到样本的最小值

为4,
 

因此,
 

可将前40个样本观测值每个节点的观测次数ni=4,
 

后8个样本观测值的每个节点的观测次数

ni =5.
 

到达速率初始值设为λ1=1.7,
 

λ2=3.4,
 

服务速率设为μ1=μ2=1.
 

假定i=39时,
 

到达速率λ发

生变化,
 

即前39个观测点服从λ1=1.7的泊松分布,
 

后9个观测点服从λ2=3.4的泊松分布.
 

模拟得到系

统中每个节点的观测次数ni 和人数xi 的取值如表1所示.
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表1 模拟数据

ni xi ni xi ni xi ni xi ni xi ni xi ni xi ni xi

4 5 4 11 4 8 4 6 4 5 4 7 4 9 5 8

4 6 4 8 4 6 4 9 4 6 4 7 4 4 5 19

4 7 4 8 4 9 4 11 4 2 4 7 4 15 5 21

4 10 4 3 4 7 4 5 4 6 4 4 4 16 5 14

4 5 4 5 4 8 4 8 4 10 4 9 5 20 5 15

4 10 4 4 4 14 4 4 4 6 4 8 5 17 5 18

  经计算可得

Xi=x1+x2+…+x48=420   Ni=n1+n2+…+n48=200

  通过式(4),
 

计算得到的Q 分位数结果如表2所示.
表2 Q 分位数

i Qi i Qi i Qi i Qi i Qi i Qi i Qi i Qi

1 -0.705 7 -0.045 13 0.782 19 1.246 25 -2.021 31 0.141 37 2.681 43 3.018

2 0.484 8 -1.854 14 0.068 20-0.849 26 -0.232 32-1.024 38 2.871 44 1.155

3 -1.116 9 -0.857 15 0.424 21 0.285 27 1.166 33 0.873 39 3.822 45 1.394

4 0.743 10 -1.158 16 2.237 22-1.211 28 -0.250 34 0.514 40 2.174 46 2.126

5 0.921 11 0.426 17-0.427 23-0.750 29 0.134 35 0.845 41-0.469 47 NA

6 -0.086 12 -0.289 18 0.643 24-0.329 30 0.138 36-1.034 42 2.624 48 NA

  在Q 控制图中描绘出各模拟点的值,
 

从图1可以看出不同点对应的Q 分位数的波动.
 

其中,
 

第39个点

对应的分位数超出了控制限[-3,
 

3]的范围,
 

系统发出警报,
 

表明该控制图检测出了λ 的变化.

图1 模拟数据的Q 控制图

由于式(4)中的二项分布是泊松分布的最小方差无偏估计[14],
 

因此可以用二项分布的概率pi=ni/Ni

来估计到达速率λi,
 

得到λ1=1.756
 

998,
 

λ2=3.358
 

514.
 

其中,
 

估计得到的λ1 和λ2 相差较大,
 

说明没有

发生误报.
 

第39个样本点是发生变化的点,
 

根据逐段平稳的性质对系统进行分段处理,
 

将前38个样本观测

点规划到前一个节点内,
 

后10个样本观测点规划到后一个节点内,
 

得到权重ω1 和ω2 的值.
  因此,

 

根据优化后模型的权重计算到达速率λ 的值为

λ=ω1λ1+ω2λ2=2.090
 

647
  通过算术平均计算得到的到达率λ'的值为
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λ'=(λ1+λ2)/2=2.557
 

756

基于Green等标准的服务水平优化目标[15],
 

本文设置延迟概率不超过80%,
 

即α=0.8,
 

可以得到等待时间

小于T 的概率,

P(W ≤T|W >0)≤0.8

  为了使顾客的等待时间相对较少,
 

令T=10/60=1/6,
 

由此计算出满足此条件的服务台数量为

C ≤11.74,
 

这里服务台个数取整为12.
 

由式(1)可以得出排队系统中每一位顾客的平均等待时间为

W =0.100
 

9.
 

同理根据λ'计算得出其服务台数量和等待时间分别为C'≤12.21,
 

W'=0.105
 

9,
 

服

务台个数取整为12.
 

为了能够合理地分配总的服务台个数,
 

根据系统的逐段平稳性质得到第一个节

点和第二个节点所需要的服务台数量为

C1=
λ1
μ

-
ln(1-α)

μT
=11.41,

 

C2=
λ2
μ

-
ln(1-α)

μT
=13.02

  通过模拟,
 

根据C1 和C2 的取值,
 

可以更加合理地安排不同时段的服务台数量,
 

第一段安排服务台数

量为11,
 

等待时间W1=0.097
 

6,
 

第二段安排服务台数量为13,
 

等待时间W2=0.093
 

9.

2种模型计算的结果如表3所示.
表3 模拟结果对比表

λ C ρC W

算术平均 2.558 12 0.213 0.105
 

9

节点一 1.757 11 0.146 0.097
 

6

节点二 3.359 13 0.240 0.093
 

9

  对比这2种模型所需服务台的数量和顾客的等待时间,
 

研究发现优化之后的模型更加实用,
 

主要体现

在以下2个方面:

①
 

从顾客角度来说,
 

优化之后的模型可以减少每一位顾客的等待时间,
 

进而可以提高顾客的满意度.

②
 

从资源利用的角度来说,
 

优化后的模型能够根据顾客到达率的变化合理安排服务台的个数,
 

可以更

为有效地利用服务资源,
 

完成资源的优化配置.

4 实证分析

本文选取与现实生活密切相关的高速公路人工收费车道问题进行实证分析.
 

随着车辆的不断增加,
 

高

速公路收费站处会出现到达车辆不能及时得到服务的状况,
 

为了解决车辆排队的拥堵现象,
 

文献[16-17]

分别采用M/M/N 和M/G/K 模型系统描述收费站的排队情况.
 

本文以山东省某收费站为例,
 

利用上述模

型对车流量进行监测,
 

并合理安排人工收费车道的数量.
 

该收费站共有8个服务台,
 

3条ETC通道,
 

5条人

工通道,
 

由于ETC通道全天候开放,
 

故只对人工通道的车流量进行观测并记录,
 

其中工作人员实行三班轮

换制,
 

即每8
 

h换班一次.
 

由于每周的车流量数据具有一定的周期性,
 

因此每周只选取一天进行观测,
 

连续

观测6周,
 

于每周三6:
 

00-21:
 

00每15
 

min记录一次观测值,
 

发现同一时段的观测值相差不大,
 

随机选取

收费站某天的车流量数据进行实证分析.
各时段车流量数据共计60个观测值,

 

其分布直方图如图2所示.
 

为了对各时段车流量数据的分布进行

研究,
 

采用K-S检验法,
 

由图2可知P 值为0.058,
 

因此该数据近似服从泊松分布.
 

其中前40个观测值的

ni=4,
 

后20个观测值的ni=5,
 

μ ≈50辆/h,
 

T=1/6
 

h,
 

车流量的Q 图如图3所示.
利用Q 图对数据进行监测,

 

图3表明当第1、
 

第3和第36个点超出控制限时,
 

系统发生报警.
 

由于开始

时系统的不平稳特征[18],
 

我们排除第1和第3个点的干扰,
 

即无需改变人工收费站的数量.
 

因此以第36个

点作为变点进行分段处理,
 

由极大似然估计可得λ1=165辆/h,
 

λ2=233辆/h,
 

经计算可得,
 

C=5,
 

W ≈
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0.018
 

h,
 

λ=193辆/h,
 

λ'=199辆/h,
 

C1=4,
 

C2=5.
 

该模型的计算结果表明,
 

在变点之前安排4个人工

收费车道,
 

在变点之后安排5个人工收费车道,
 

相比较于收费站全天候开放5个人工收费车道,
 

优化之后的

模型可以及时调整人工收费车道的开放个数,
 

从而能够降低人工费用等各项支出.

图2 车流量分布与K-S检验图

图3 车流量的Q 控制图

5 结论

本文基于Q 控制图对到达速率λ 的动态变化进行监控,
 

通过控制图找到异常点,
 

根据变点时刻分段,
 

得到逐段平稳的排队列,
 

利用M(t)/M/C模型的相关理论知识计算出服务台的数量和等待时间,
 

合理地安

排服务台数量.
 

此方法的优点是将变点检测和逐段平稳相结合,
 

从而优化了动态排队模型的服务台配置问

题.
 

本文利用收费站某天的车流量数据进行了实证分析,
 

结果表明,
 

Q 控制图能够对动态的车流量数据进

行实时监测,
 

检测出车流量变化幅度较大的点.
 

根据变点计算出各段的人工收费车道数量,
 

进而实时调整

服务资源,
 

缓解收费站的拥堵情况,
 

降低收费站人工成本等各类的支出,
 

具有重要的现实意义.
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