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摘要:利用待定系数法提出了求解二维热传导方程的一个三层高精度显式差分格式,
 

格式的截断误差达到了O(Δt3+

Δx4),
 

通过Fourier分析法证明了当r<
1
6

时,
 

格式是稳定的,
 

最后通过数值实验,
 

说明差分格式是有效的,
 

且理

论分析与实际计算相吻合.
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Abstract:
 

In
 

the
 

paper,
 

a
 

three-level
 

explicit
 

difference
 

scheme
 

with
 

high
 

accuracy
 

for
 

solving
 

two-dimen-
sion

 

heat
 

conduction
 

equation
 

by
 

the
 

method
 

of
 

undetermined
 

parameters
 

was
 

proposed.
 

The
 

truncation
 

er-

ror
 

of
 

the
 

scheme
 

was
 

O(Δt3+Δx4).
 

The
 

difference
 

scheme
 

was
 

proved
 

to
 

be
 

stable
 

if
 

r<
1
6

 

by
 

Fourier
 

method.
 

Finally,
 

the
 

numerical
 

experiment
 

showed
 

that
 

the
 

difference
 

scheme
 

was
 

effective,
 

and
 

theoreti-
cal

 

analysis
 

is
 

consistent
 

with
 

the
 

practical
 

calculation.
Key

 

words:
 

two-dimension
 

heat
 

conduction
 

equation;
 

explicit
 

difference
 

schemes;
 

truncation
 

error

抛物型方程是偏微分方程中的一种重要方程,
 

它广泛应用于力学、
 

天文学、
 

物理学、
 

生态学及工程

技术等各个领域中,
 

对于上述各领域中的许多问题,
 

为了定量或定性地对它们展开系统的研究,
 

需要建

立各种数学模型,
 

而建立起来的这些数学模型最后都可归结为求解相应的抛物型方程,
 

这些抛物型方程

是没有精确解的,
 

我们只能通过计算机求它们的数值解,
 

常见的数值解法有有限元法、
 

有限体积法、
 

边

界元法和有限差分法等.
 

这些方法中,
 

有限差分法仍然是求解抛物型方程的重要方法.
 

经典的差分格

式,
 

有古典显式格式、
 

古典隐式格式、
 

Crank-Nicolson格式等,
 

这些差分格式形式简单且稳定性条件好,
 

但它们的截断误差(精度)低,
 

古典显式格式与古典隐式格式的精度仅为O(Δt+Δx2),
 

Crank-Nicolson格

式的精度为O(Δt2+Δx2)[1-2],
 

与精确解的误差都较大.
 

因此,
 

高精度且稳定性好的抛物型方程的差分格
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式的构造成了许多学者研究的问题.
生态学中提出的各种数学模型、

 

神经轴突中电脉冲的传导及燃烧理论等许多物理现象,
 

以及热的传

导、
 

流体在多孔介质中的运动规律等可归结为如下经典的抛物型方程 热传导方程,
 

本文讨论二维的情形:

∂u
∂t=

∂2u
∂x2+

∂2u
∂y2
,

 

0<x,
 

y<1,
 

t>0

u(x,
 

y,
 

0)=φ(x,
 

y),
 

0≤x,
 

y≤1
u(0,

 

y,
 

t)=f1(y,
 

t),
 

u(1,
 

y,
 

t)=f2(y,
 

t),
 

0≤y≤1,
 

0≤t≤T
u(x,

 

0,
 

t)=f3(x,
 

t),
 

u(x,
 

1,
 

t)=f4(x,
 

t),
 

0≤x≤1,
 

0≤t≤T

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

对方程(1)的求解,
 

许多学者提出了一些改进的差分格式,
 

大部分格式精度达到了O(Δt2+Δx4)[3-12],
 

如

文献[12]构造了一个求解二维抛物型方程的三层显式格式,
 

格式的精度为O(Δt2+Δx4),
 

稳定性范围是

r<
1
2.

 

在文献[11]中也构造了一个三层显式差分格式,
 

格式的精度也是O(Δt2+Δx4),
 

稳定性范围是

1
12≤r≤

1
6.

 

而在本文中则构造了一个精度为O(Δt3+Δx4)的高精度差分格式,
 

格式的稳定性条件为r<

1
6
,

 

精度比上述文献所构造的格式精度更高.

1 一个差分近似式

设Δt为时间步长,
 

Δx与Δy为空间x,y方向的步长,
 

为简便起见,
 

设Δx=Δy,
 

xj=jΔx,
 

yk=kΔx,
 

tn =nΔt,
 

记un
jk =u(xj,

 

yk,
 

tn),
 

将un+1
jk 与un-1

jk 在节点(jΔx,
 

kΔy,
 

nΔt)处作Taylor展开得

un+1
jk =un

jk +Δt∂u∂t  
n

jk
+
Δt2

2
∂2u
∂t2  

n

jk
+
Δt3

6
∂3u
∂t3  

n

jk
+O(Δt4)

un-1
jk =un

jk -Δt∂u∂t  
n

jk
+
Δt2

2
∂2u
∂t2  

n

jk
-
Δt3

6
∂3u
∂t3  

n

jk
+O(Δt4)

化简得

∂u
∂t  

n

jk
=

3
2u

n+1
jk -2un

jk +
1
2u

n-1
jk

Δt -Δt
∂2u
∂t2  

n

jk
+…=

3
2u

n+1
jk -2un

jk +
1
2u

n-1
jk

Δt +O(Δt)

为方便起见,
 

记

ηtun
jk =

3
2u

n+1
jk -2un

jk +
1
2u

n-1
jk

Δt

它是一阶偏导数 ∂u
∂t  

n

jk
的一个差分近似式.

2 高精度差分格式的构造

利用上面的差分近似式和已知的差分近似式构造如下的差分格式来逼近方程(1)

ηtun
jk +θ1Δtun

jk =
1

Δx2
θ2
2□+θ3◇  un

jk +
1

Δx2
θ4
2□+θ5◇  un-1

jk (2)

其中:
 

□un
jk =un

j+1,
 

k+1+un
j-1,

 

k+1+un
j+1,

 

k-1+un
j-1,

 

k-1-4un
jk,

 

◇un
jk=un

j+1,
 

k+un
j-1,

 

k+un
j,

 

k+1+un
j,

 

k-1-4un
jk,

 

Δtun
jk =

un+1
jk -un

jk

Δt
,

 

ηtun
jk =

3
2u

n+1
jk -2un

jk +
1
2u

n-1
jk

Δt
,

 

θi(i=1,…,5)为待定参数.

将(2)式中各节点上的u 在节点(jΔx,
 

kΔy,
 

nΔt)处作Taylor展开,
 

整理可得

(1+θ1)
∂u
∂t+ 1+

θ1
2  Δt∂

2u
∂t2

+
1
6
(1+θ1)Δt2

∂3u
∂t3

=(θ2+θ3+θ4+θ5)
∂u
∂t-(θ4+θ5)Δt

∂2u
∂t2

+
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1
12
(θ2+θ3+θ4+θ5)Δx2∂2u

∂t2
+
1
12
[4(θ2+θ4)-2(θ3+θ5)]Δx2 ∂4u

∂x2∂y2+
1
2
(θ4+θ5)Δt2

∂3u
∂t3

-

1
12
(θ4+θ5)ΔtΔx2∂3u

∂t3
+
1
12
(-4θ4+2θ5)ΔtΔx2 ∂6u

∂x4∂y2+
∂6u
∂x2∂y4  +O(Δt3+Δx4)

令r=
Δt

Δx2
,

 

为了使格式的截断误差达到O(Δt3+Δx4),
 

下面方程组成立

1+θ1=θ2+θ3+θ4+θ5

1+
θ1
2  r=-(θ4+θ5)r+

1
12
(θ2+θ3+θ4+θ5)

1
6
(1+θ1)r2=

1
2
(θ4+θ5)r2-

1
12
(θ4+θ5)r

2(θ2+θ4)-(θ3+θ5)=0
-4θ4+2θ5=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

解方程组(3)可得

θ1=-
96r2-18r+1
60r2-12r+1

   θ2=
2r(-4r+1)
60r2-12r+1

   θ3=
4r(-4r+1)
60r2-12r+1

θ4=
-4r2

60r2-12r+1
   θ5=

-8r2

60r2-12r+1
将各参数的值代回(2)式中,

 

即得到一个截断误差为O(Δt3+Δx4)的三层显式差分格式

un+1
jk =

2(24r2-6r+1)
1-12r2

+
2r2(-4r+1)
1-12r2

□+
8r2(-4r+1)
1-12r2

◇􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 un

jk +

-
60r2-12r+1
1-12r2

-
4r3

1-12r2
□-

16r3

1-12r2
◇􀭠

􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 un-1

jk (4)

3 差分格式的稳定性分析

下面利用Fourier分析法分析格式(4)的稳定性,
 

首先写出与格式(4)等价的两层格式组

un+1
jk =

2(24r2-6r+1)
1-12r2

+
2r2(-4r+1)
1-12r2

□+
8r2(-4r+1)
1-12r2

◇􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 un

jk +

   -
60r2-12r+1
1-12r2

-
4r3

1-12r2
□-

16r3

1-12r2
◇􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 vn

jk

vn+1
jk =un

jk

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)

取un
jk =Unei(jθ+kφ),

 

vn
jk =Vnei(jθ+kφ),

 

其中i= -1,
 

通过计算可知 □un
jk =-4s2un

jk,
 

◇un
jk =-4s1un

jk,
 

代

入(5)式并整理得

Uk+1

Vk+1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

g11 g12

g21 g22

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 Uk

Vk

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =G(s1,

 

s2)
Uk

Vk

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

其中:

g11=
2(24r2-6r+1)

1-12r2
-
8r2(-4r+1)
1-12r2

s2-
32r2(-4r+1)
1-12r2

s1

g12=-
60r2-12r+1
1-12r2

+
16r3

1-12r2
s2+

64r3

1-12r2
s1

g21=1   g22=0

s1=sin2
θ
2+sin2φ2

,
 

s1 ∈ [0,
 

2]

s2=sin2
θ+φ
2 +sin2

θ-φ
2
,

 

s2 ∈ [0,
 

2]

传播矩阵G(s1,
 

s2)的特征方程为
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λ2-g11λ-g12=0 (6)

  引理1[13] 特征方程(6)的根满足|λ1,2|≤1的充要条件是

|g11|≤1-g12 ≤2 (7)

  引理2[13] 差分格式(4)稳定,
 

即矩阵族Gn(s1,
 

s2)(0≤s1,
 

s2≤2,
 

n=1,2,…)一致有界的充要条

件是

1)
 

|λ1,2|≤1(λ1,2 是方程(6)的两个根).

2)
 

使1-
g2
11

4 =g2
11+4g12=0成立的(s1,

 

s2)或不存在,
 

或不属于区域[0,
 

2]×[0,
 

2].

定理1 当r<
1
6

时差分格式(4)稳定且收敛.

证  由引理2的条件2)可知,
 

当g12≠-1时,
 

1-
g2
11

4 =g2
11+4g12=0对所有的s1 和s2 都不成立,

 

因此由(7)式知,
 

格式(4)稳定的条件为-1+g12 ≤g11 ≤1-g12 <2.
先讨论g11 ≤1-g12,

 

可得

8r2(6r-1)s2+32r2(6r-1)s1
1-12r2

≤0 (8)

为确定起见,
 

不妨假定

1-12r2 >0
该式成立的条件是

0<r<
1
23

(9)

当(9)式成立时,
 

(8)式可化简为

8r2(6r-1)(s2+4s1)≤0
该式成立的条件为

r≤
1
6

(10)

综合考虑(9),(10)式,
 

可得当r≤
1
6

时有g11 ≤1-g12.

而当r≤
1
6

再由1-g12 <2可得

-3(6r-1)+4r2s2+16r2s1 >0 (11)

由s1,s2 的取值范围可知,
 

(11)式成立的一个充分条件为r<
1
6.

最后由-1+g12 ≤g11 可得

24r2-6r+1+2r2(2r-1)(s2+4s1)≥0 (12)

由s1,s2 ∈ [0,
 

2]和r<
1
6
,

 

(12)式成立的一个充分条件为

24r2-6r+1+20r2(2r-1)≥0
也即

40r3+4r2-6r+1≥0 (13)

而当r<
1
6

时,
 

(13)式恒成立.

综上所述,
 

由Lax的稳定性与收敛性定理,
 

定理1得证.

4 数值算例

在本节中,
 

通过两个数值算例,
 

利用MATLAB软件进行数值模拟,
 

将本文提出的格式(4)与文献[11]
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和文献[12]格式进行比较,
 

进一步证明本文提出的格式是一种高精度的差分格式.
例1 考虑如下带有初边值问题的二维热传导方程

∂u
∂t=

∂2u
∂x2+

∂2u
∂y2
,

 

(0<x,
 

y<1,
 

t>0)

u(x,
 

y,
 

0)=
 

sin
 

(x+y),
 

(0≤x,
 

y≤1)

u(0,
 

y,
 

t)=e-2t
 

sin
 

y,
 

u(1,
 

y,
 

t)=e-2t
 

sin
 

(1+y),
 

(0≤y≤1,
 

t≥0)

u(x,
 

0,
 

t)=e-2t
 

sin
 

x,
 

u(x,
 

1,
 

t)=e-2t
 

sin
 

(x+1),
 

(0≤x≤1,
 

t≥0)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(14)

  在本例中取Δx=Δy=0.05,
 

r=
1
12
,

 1
10
,

 1
7
,

 1
5
,

 

由Δt=rΔx2 可知Δt的取值分别为 1
4

 

800
,

 1
4

 

000
,

 

1
2

 

800
,

 1
2

 

000
,

 

为方便计算,
 

第一层的值u1
jk 利用方程(14)的精确解u(x,

 

y,
 

t)=e-2t
 

sin
 

(x+y)计算得

到.
 

将本文格式、
 

文献[11]格式及古典显格式进行比较,
 

分别计算层数n=800时,
 

部分节点处3种格式的

数值解与精确解之间的绝对误差及3种格式所花费的时间(表1).
表1 在Δx=Δy=0.05,

 

n=800时3种格式数值解与精确值的误差绝对值和计算效率的比较

r 项目
(x,

 

y)
(0.15,

 

0.15) (0.35,
 

0.35) (0.55,
 

0.55) (0.75,
 

0.75)
CPU时间/

s
1
12

格式(4) 1.975
 

047e-10 7.109
 

244e-10 9.558
 

904e-10 6.492
 

074e-10 8.450
 

747

文献[11]格式 6.033
 

943e-10 2.171
 

964e-09 2.920
 

318e-09 1.983
 

292e-09 8.493
 

206
古典显格式 2.191

 

072e-10 7.884
 

783e-10 1.059
 

976e-09 7.196
 

020e-10 8.171
 

446

1
10

格式(4) 3.897
 

061e-10 6.841
 

191e-10 9.176
 

982e-10 6.194
 

003e-10 8.418
 

364

文献[11]格式 1.264
 

302e-09 4.559
 

371e-09 6.116
 

015e-09 4.127
 

886e-09 8.556
 

216
古典显格式 7.571

 

654e-07 2.729
 

784e-06 3.661
 

203e-06 2.470
 

183e-06 8.279
 

274

1
7

格式(4) 1.640
 

623e-10 5.926
 

370e-10 7.932
 

438e-10 5.323
 

070e-10 8.395
 

074

文献[11]格式 4.402
 

095e-10 1.590
 

163e-09 2.128
 

414e-09 1.428
 

244e-09 8.366
 

890
古典显格式 2.335

 

418e-06 8.433
 

934e-06 1.128
 

709e-05 7.571
 

601e-06 8.240
 

116

1
5

格式(4) 溢出 溢出 溢出 溢出 -

文献[11]格式 溢出 溢出 溢出 溢出 -
古典显格式 3.663

 

315e-06 1.323
 

454e-05 1.770
 

268e-05 1.185
 

925e-05 8.343
 

550

  从表1中我们可以看到,
 

r在稳定性范围内时,
 

本文格式比文献[11]格式和古典显式格式具有更高的

精度,
 

而当r=
1
5

时,
 

本文格式与文献[11]格式均不稳定,
 

故数值解溢出.
 

在机器耗时方面,
 

古典显式格式

是一个两层格式,
 

计算效率最高,
 

而本文格式与文献[11]格式均为三层格式,
 

计算效率差别不大,
 

但都比

古典显式格式低.
例2

∂u
∂t=

1
2
∂2u
∂x2+

∂2u
∂y2  , 

0<x,
 

y<π,
 

t>0

u(x,
 

y,
 

0)=
 

sin
 

x
 

sin
 

y,
 

0≤x,
 

y≤π
u(0,

 

y,
 

t)=u(π,
 

y,
 

t)=0,
 

0≤y≤π,
 

t≥0
u(x,

 

0,
 

t)=u(x,
 

π,
 

t)=0,
 

0≤x≤π,
 

t≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)

  为验证差分格式(4)的空间精度与时间精度,
 

取r=
1
8
,

 

Δx 分别等于π
10
,π
20
,π
40
,π
80
,

 

由Δt=rΔx2=

Δx2

8
,

 

可知Δt分别等于π
2

800
,π

2

3
 

200
, π

2

12
 

800
, π

2

51
 

200
,

 

为方便计算,
 

第一层的值u1
jk 利用方程(15)的精确解

u(x,
 

y,
 

t)=e-t
 

sin
 

x
 

sin
 

y来计算.
 

利用本文格式、
 

文献[12]格式计算到层数n=500时,
 

在部分节点处将
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这两种格式的数值解与精确解进行比较,
 

结果如表2.
 

从表2可以看出,
 

当r=
1
8
,

 

本文格式相比文献[12]格

式精度更高,
 

随着Δx 的逐渐减小,
 

本文格式的数值解与精确解越来越接近,
 

也验证了本文格式的收敛性.
表2 算例2中本文格式与文献[12]格式和精确解之间的比较

Δx 项目
(x,

 

y)
π
10
,

 π
10  3π

10
,

 3π
10  π

2
,

 π
2  7π

10
,

 7π
10  9π

10
,

 9π
10  

π
10

精确解 1.999
 

944e-04 0.001
 

370
 

782
 

5 0.002
 

094
 

369
 

4 0.001
 

370
 

782
 

5 1.999
 

944e-04

格式(4)解 1.999
 

891e-04 0.001
 

379
 

375
 

1 0.002
 

094
 

219
 

0 0.001
 

379
 

375
 

1 1.999
 

891e-04
文献[12] 1.998

 

215e-04 0.001
 

369
 

597
 

2 0.002
 

092
 

558
 

4 0.001
 

369
 

597
 

2 1.998
 

215e-04

π
20

精确解 0.020
 

428
 

103
 

5 0.140
 

016
 

305
 

0 0.213
 

925
 

878
 

1 0.140
 

016
 

305
 

0 0.020
 

428
 

103
 

5

格式(4)解 0.020
 

428
 

782
 

9 0.140
 

016
 

107
 

0 0.213
 

925
 

520
 

0 0.140
 

016
 

107
 

0 0.020
 

428
 

782
 

9
文献[12] 0.020

 

427
 

833
 

0 0.140
 

014
 

450
 

8 0.213
 

923
 

045
 

2 0.140
 

014
 

450
 

8 0.020
 

427
 

833
 

0

π
40

精确解 0.064
 

942
 

732
 

6 0.445
 

124
 

111
 

7 0.680
 

089
 

125
 

8 0.445
 

124
 

111
 

7 0.064
 

942
 

732
 

6

格式(4)解 0.064
 

942
 

736
 

8 0.445
 

124
 

103
 

1 0.680
 

088
 

959
 

9 0.445
 

124
 

103
 

1 0.064
 

942
 

736
 

8
文献[12] 0.064

 

942
 

719
 

3 0.445
 

124
 

020
 

0 0.680
 

088
 

985
 

8 0.445
 

124
 

020
 

0 0.064
 

942
 

719
 

3

π
80

精确解 0.086
 

717
 

387
 

5 0.594
 

369
 

816
 

5 0.908
 

116
 

272
 

2 0.594
 

369
 

816
 

5 0.086
 

717
 

387
 

5

格式(4)解 0.086
 

717
 

387
 

5 0.594
 

369
 

816
 

3 0.908
 

116
 

268
 

7 0.594
 

369
 

816
 

3 0.086
 

717
 

387
 

5
文献[12] 0.086

 

717
 

387
 

2 0.594
 

369
 

814
 

6 0.908
 

116
 

269
 

2 0.594
 

369
 

814
 

6 0.086
 

717
 

387
 

2

  从以上两个数值算例可以看出,
 

本文格式的收敛性及稳定性与理论分析一致,
 

说明本文格式是一种有

效的差分格式.
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