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摘要:应用核函数Ω(x,
 

z)的性质,
 

得到了由变量核Hardy-Littlewood极大算子 MΩ 与BMO(Rn)函数b生成的高

阶交换子 Mb,m,Ω 是加权 Morrey-Herz空间 MK
·α,λ

p,q(ω1,
 

ω2)上的有界算子,
 

丰富了以往非变量核的相关结果.
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Abstract:
 

Applying
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

kernel
 

function
 

Ω(x,
 

z)
 

revealed
 

that
 

the
 

Hardy-Littlewood
 

max-

imal
 

operators
 

MΩ
 with

 

variable
 

kernels
 

and
 

BMO(Rn)
 

functions
 

b
 

generated
 

boundedness
 

of
 

the
 

higher
 

order
 

commutator
 

Mb,m,Ω
 is

 

the
 

weighted
 

Morrey-Herz
 

spaces
 

MK
·α,λ

p,q(ω1,
 

ω2).
 

This
 

extends
 

the
 

achieved
 

results
 

of
 

invariable
 

kernel.
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记Sn-1 为Rn(n≥2)中的单位球面,
 

其上的Lebesgue测度用dσ=dσ(x')表示.
 

定义在Rn×Rn 上的
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函数Ω(x,
 

z)∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)(r≥1),
 

满足

‖Ω‖L∞(Rn)×Lr(Sn-1)=sup
x∈Rn∫Sn-1|Ω(x,

 

z')|rdσ(z')  
1
r
< ∞ (1)

其中z'=
z

|z|
,

 

∀z∈Rn\{0},
 

且满足消失条件

∫Sn-1Ω(x,
 

z')d(z')=0   ∀x∈Rn (2)

并设

Ω(x,
 

λz)=Ω(x,
 

z)   ∀x,z∈Rn,
 

∀λ>0

  用Lq
ω(Rn)表示加权Lebesgue空间,

 

即f∈Lq
ω(Rn)是指

‖f‖Lq
ω(R

n)=∫Rn
|f(x)|qω(x)dx  

1
q
< ∞ (3)

设b∈BMO(Rn),
 

对m ∈Z+,
 

带变量核的高阶交换子定义为

Mb,m,Ω(f)(x)=sup
r>0

|B(x,
 

r)|-1∫B(x,
 

r)
|Ω(x,

 

x-y)||b(x)-b(y)|m|f(y)|dy (4)

其中

B(x,
 

r)={y∈Rn:
 

|x-y|≤r}

  文献[1]证明了带粗糙核的高阶交换子Mb,m,Ω 当m=1时(简记为Mb,Ω)
 

在齐次Herz空间上的有界性.
 

文献[2]得到了Mb,m,Ω 在齐次 Morrey-Herz空间上的有界性.
 

随后,
 

文献[3]又证明了当b∈BMO(Rn),
 

m ∈Z+ 时,
 

Mb,Ω 是齐次Morrey-Herz空间上的有界算子.
 

文献[4]利用Sharp极大函数,
 

证明了带变量核

的 Marcinkiewicz积分算子μΩ 和某一类加权Lipschitz空间的函数b生成的交换子的加权有界性.
 

最近,
 

文

献[5]得到了变量核Marcinkiewicz积分与BMO函数生成的交换子在变指标Herz-Hardy空间上的有界性.
 

有关变量核积分算子及其交换子的相关结果详见文献[6-13].
受以上研究的启发,

 

一个自然的问题就是:
 

带变量核的高阶交换子Mb,m,Ω 在齐次Morrey-Herz空间上

是否也有界?
 

本文考虑了这一问题,
 

并证明了带变量核的高阶交换子 Mb,m,Ω 在加权齐次 Morrey-Herz空

间上的有界性,
 

推广了以往非变量核的结果.
首先给出一些定义与记号:

设k∈Z,
 

记

Bk =B(0,
 

2k)={x∈Rn:
 

|x|≤2k}

及Ck =Bk\
 

Bk-1,
 

并记χk =χCk
为集Ck 的特征函数.

定义1[14] 设α∈R,
 

0≤q<∞,
 

0≤p<∞,
 

ω1,ω2是非负权函数,
 

定义加权齐次Morrey-Herz空

间MK
·α,λ

p,q(Rn)为

MK
·α,λ

p,q(ω1,
 

ω2)={f∈Lq
loc(Rn\{0},

 

ω2):
 

‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)
< ∞}

其中

‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)
=sup

k0∈Z
 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n‖fχk‖p

Lq
ω2

  
1
p

  定理1 对某个r∈ (0,
 

∞],
 

设Ω ∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)是0阶齐次函数且满足(2)式,
 

设b∈

BMO(Rn),
 

带变量核的高阶交换子Mb,m,Ω 由(4)
 

式所定义.
 

如果p∈ (0,
 

∞],
 

q∈ (1,
 

∞),
 

ω1 ∈Am1
,

 

ω2 ∈A1 和λ>0,
 

若α,λ,r和q满足以下条件之一:
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(a)
 

q>r',
 

0<λ≤
n

qm1
且α∈

λm1-
n
q

δω1

,
 

n
r'-

n
q +

1
r

m1  ;
(b)

 

q<r,
 

α∈
n
r -

n
q -

1
r +λm1

δω1

,
 

n1-
1
q  

m1  .

则Mb,m,Ω 在MK
·α,λ

p,q(ω1,
 

ω2)上有界.

引理1[15] 对某个r∈(1,
 

∞],
 

假定Ω∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1).
 

若a>0,
 

0<d≤r和-n+
d(n-1)

r <

β< ∞,
 

则

∫|x|<a|y|
|Ω(x,

 

x-y)|d|x|βdx  
1
d
≤C|y|

(β+n)
d ‖Ω‖L∞(Rn)×Lr(Sn-1)

  引理2[16] 如果ω ∈Ap(1≤p< ∞),
 

则存在常数C>0和δω(0<δω <1),
 

使得:
 

当k<j时,
 

ω(Bk)/ω(Bj)≤C2
(k-j)nδω;

 

当k>j时,
 

ω(Bk)/ω(Bj)≤C2(k-j)np.
定理1的证明  首先证明在条件(a)下,

 

结论成立.
若f∈MK

·α,λ
p,q(ω1,

 

ω2),
 

记

f(x)=∑
∞

j= -∞
fχj(x)=∑

∞

j= -∞
fj(x)

设

M =‖Mb,m,Ω(f)‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)

则

M =sup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n‖Mb,m,Ω(f)χk‖p

Lq
ω2

  
1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k-2

k= -∞
‖Mb,m,Ω(fj)χk‖Lq

ω2
  p  

1
p +

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k+1

k=k-1
‖Mb,m,Ω(fj)χk‖Lq

ω2
  p  

1
p +

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

∞

k=k+2
‖Mb,m,Ω(fj)χk‖Lq

ω2
  p  

1
p =

F1+F2+F3

  首先考察F2.
 

由Mb,m,Ω 在Lq
ω2
(Rn)上的有界性可得

F2 ≤Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k+1

k=k-1
‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n‖fχk‖p

Lq
ω2

  
1
p =

C‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)

  关于F1,
 

注意到x ∈Ck,
 

y∈Cj,
 

j≤k-2,
 

因此|x-y|~|x|,
 

且ω2 ∈A1.
 

于是由假设

sup
x∈Ck

 

ω2(x)≤Cinf
x∈Ck

ω2(x)≤C
ω2(Bk)
|Bk|

≤C
ω2(Bj)
|Bj|

≤

C[essinf
y∈Bj

ω2(y)]≤C[ω2(y)]y∈Bj
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再根据引理1以及文献
 

[3]
 

中定理1的证明方法,
 

有

‖Mb,m,Ω(fj)χk‖Lq
ω2
≤

C2
(j-k) n

r'-
n
q-β  (k-j)m‖Ω‖L∞(Rn)×Lr(Sn-1)‖b‖

m
*[essinf

y∈Bj
ω2(y)]

1
q‖fj‖Lq(Rn)≤

C2
(j-k)(

n
r'-

n
q-β)(k-j)m‖fj‖Lq

ω2

可选择适当的β,
 

使得

α<

n
r'-

n
q -β

m1
<

n
r'-

n
q +

1
r

m1

所以,
 

根据引理2,
 

有

F1 ≤Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k-2

j= -∞
2
(j-k) n

r'-
n
q-β  (k-j)m‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞
∑
k-2

j= -∞
2
(j-k) n

r'-
n
q-β-αm1  (k-j)m[ω1(Bj)]

α
n‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p

当0<p≤1时,
 

由 ∑
∞

n=1
|an|  p

≤∑
∞

n=1
|an|p 可得

F1 ≤Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞
∑
k-2

j= -∞
2
(j-k) n

r'-
n
q-β-αm1  p(k-j)mp[ω1(Bj)]

αp
n‖fj‖p

Lq
ω2

  
1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0-2

j= -∞

[ω1(Bj)]
αp
n‖fj‖p

Lq
ω2
∑
∞

k=j+2
2
(j-k) n

r'-
n
q-β-αm1  p(k-j)mp  

1
p ≤

 

C‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)

当1<p≤ ∞ 时,
 

由Hölder不等式,
 

可得

F1 ≤Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞
∑
k-2

j= -∞
2
(j-k) n

r'-
n
q-β-αm1  p

2(k-j)mp[ω1(Bj)]
αp
n‖fj‖p

Lq
ω2

  
1
p ×

∑
k-2

j= -∞
2
(j-k) n

r'-
n
q-β-αm1  

 

p'
2  

p
p' 

1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0-2

j= -∞

[ω1(Bj)]
αp
n‖fj‖p

Lq
ω2
∑
∞

k=j+2
2
(j-k) n

r'-
n
q-β-αm1  p

2(k-j)mp  
1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0-2

j= -∞

[ω1(Bj)]
αp
n‖fj‖p

Lq
ω2

  
1
p ≤

C‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)

  最后来估计F3.
 

注意到,
 

当x ∈Ck,
 

y∈Cj,
 

j≥k+2时,
 

有|x-y|~|y|,
 

类似于F1 的估计

方法,
 

我们有

‖Mb,m,Ω(fj)χk‖Lq
ω2
≤C2

(j-k)
n
q(k-j)m‖Ω‖L∞(Rn)×Lr(Sn-1)‖b‖

m
*[essinf

y∈Bj
ω2(y)]

1
q‖fj‖Lq(Rn)≤

C2
(j-k)

n
q(k-j)m‖fj‖Lq

ω2

于是

F3 ≤Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

∞

j=k+2
2
(k-j)

n
q(j-k)m‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p
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当0<p≤1时,
 

由引理2,
 

可得

F3 ≤Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k0

j=k+2
2
(k-j)

n
q(j-k)m‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p +

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

∞

j=k0+1
2
(k-j)

n
q(j-k)m‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞
∑
k0

j=k+2
2
(k-j) n

q+αδω1
  p

(j-k)mp[ω1(Bj)]
αp
n‖fj‖p

Lq
ω2

  
1
p +

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

∞

j=k0+1
2
(k-j)

np
q(j-k)mp[ω1(Bj)]

-αp
n  ×

∑
j

l= -∞

[ω1(Bl)]
αp
n‖fl‖p

Lq
ω2
  

1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

j= -∞

[ω1(Bj)]
αp
n‖fj‖p

Lq
ω2
∑
j-2

k= -∞
2
(k-j) n

q+αδω1
  p

(j-k)mp  
1
p +

C‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)
sup
k0∈Z

 ∑
k0

k= -∞
∑
∞

j=k0+1
2
(k-j)

np
q(j-k)mp

ω1(Bk)
ω1(Bj)




 






αp
n ω1(Bj)

ω1(Bk0
)





 






λp
n    

1
p

≤

C‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)
1+sup

k0∈Z
 ∑

k0

k= -∞
∑
∞

j=k0+1
2
(k-j) n

q+αδω1
-λm1  p

(j-k)mp    
1
p  ≤

C‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)

当1<p≤ ∞ 时,
 

由引理2,
 

可得

F3 ≤Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k0

j=k+2
2
(k-j)

n
q(j-k)m‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p +

Csup
k0∈Z

 ∑
k0

k= -∞
∑
∞

j=k0+1

[ω1(Bj)]
α
n-

λ
n2

(k-j) n
q+αδω1

-λm1  
(j-k)m‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

k= -∞
∑
k0

j=k+2
2
(k-j) n

q+αδω1
  

(j-k)m[ω1(Bj)]
α
n‖fj‖Lq

ω2
  p  

1
p +

Csup
k0∈Z

 ∑
k0

k= -∞
∑
∞

j=k0+1

[ω1(Bj)]
αp
n-

λp
n2

(k-j) n
q+αδω1

-λm1  p
2(j-k)mp‖fj‖p

Lq
ω2

   ×

∑
∞

j=k0+1
2
(k-j) n

q+αδω1
-λm1  p'

2  
p
p' 

1
p ≤

Csup
k0∈Z

 ∑
k0

k= -∞
∑
∞

j=k0+1
2
(k-j) n

q+αδω1
-λm1  p

2(j-k)mp[ω1(Bj)]
-λp
n ∑

j

l= -∞

[ω1(Bl)]
αp
n‖fl‖p

Lq
ω2

    
1
p ≤

Csup
k0∈Z

 

[ω1(Bk0
)]

-λ
n ∑

k0

j= -∞

[ω1(Bj)]
αp
n‖fj‖p

Lq
ω2

 ∑
j-2

k= -∞
2
(k-j) n

q+αδω1
  p

2(j-k)mp  
1
p +

C‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)
sup
k0∈Z

 ∑
k0

k= -∞
∑
∞

j=k0+1
2
(k-j) n

q+αδω1
-λm1  p

2(j-k)mp    
1
p ≤

C‖f‖MK
·α,λ
p,q

(ω1,
 

ω2)

  类似地可证在条件(b)下结论也成立,
 

至此,
 

定理1得证.
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