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摘要:为了研究轴对称凸域的弦协差,
 

以正五边形域为例,
 

利用广义支持函数得到了正五边形域弦协差的具体解

析式,
 

给出了正五边形域的定向弦长分布函数的具体结果.
 

通过建立凸体的弦协差与运动测度之间的关系式,
 

得到

了正五边形域中,
 

当小针长度不超过其边长时,
 

小针含于此正五边形域内的运动测度.
 

在此基础上,
 

分别给出无向

小针、
 

有向小针含于正五边形域内的几何概率.
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

analyze
 

the
 

convariograms
 

of
 

axisymmetric
 

convex
 

domains,
 

taking
 

the
 

regular
 

penta-

gon
 

as
 

an
 

example,
 

the
 

explicit
 

expression
 

of
 

the
 

covariogram
 

for
 

a
 

regular
 

pentagon
 

is
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

generalized
 

support
 

function.
 

The
 

orientation-dependent
 

chord
 

length
 

distribution
 

function
 

of
 

the
 

regular
 

pentagon
 

is
 

given
 

by
 

using
 

the
 

covariogram.
 

Further,
 

through
 

establishment
 

of
 

a
 

relationship
 

between
 

the
 

covariogram
 

and
 

the
 

kinematic
 

measure,
 

a
 

needle
 

within
 

a
 

regular
 

pentagon
 

is
 

given,
 

when
 

the
 

length
 

of
 

needle
 

does
 

not
 

exceed
 

the
 

side
 

length
 

of
 

the
 

regular
 

pentagon.
 

On
 

this
 

basis,
 

the
 

probabilities
 

of
 

a
 

random
 

segment,
 

both
 

undirected
 

and
 

directed,
 

and
 

entirely
 

lying
 

in
 

a
 

regular
 

pentagon
 

are
 

given
 

respectively.
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在不考虑旋转与反射的前提下,
 

弦协差能否唯一确定一个凸体?
 

这就是著名的马赫猜想.
 

马赫猜想也

等价于这样一个问题:
 

所有的有向弦长分布能否确定一个凸体?
 

运用弦长分布来证明马赫猜想是一个非

常有效的办法.
 

目前,
 

当n=2时,
 

马赫猜想得到了肯定的回答[1-3].
随着学者们的不断深入研究,

 

弦协差已经应用到了众多领域,
 

比如凸几何、
 

图像分析、
 

傅里叶分析中

的相位恢复、
 

晶体学[4-6] 等.
 

因此求出弦协差的具体解析式显得尤为重要,
 

但这并不容易.
 

在这方面,
 

Ohanyan和他的团队做出了很大贡献.
 

他们利用定义法,
 

得到了一些特殊凸体(比如圆盘、
 

等边三角形域、
 

矩形域、
 

圆柱体、
 

椭圆柱体、
 

三棱柱、
 

球体等)的弦协差解析式[7-14].
尽管如此,

 

仍有很多凸域(比如正五边形域、
 

任意四边形域、
 

任意正多边形域等)的弦协差没有解决.
 

而且目前的研究成果大多是针对中心对称区域,
 

轴对称区域较少.
 

为此,
 

本文以正五边形域为例,
 

研究轴

对称凸域的弦协差及其在几何概率中的应用.

1 预备知识

在n 维欧氏空间Rn 中,
 

设K 为凸体(具有非空内点的紧凸集),
 

Vn 为n维勒贝格测度,
 

Sn-1 为球心在

原点的n-1维单位球面[15-16].
 

Sn-1中的每一个元素u称为一个方向.
 

经过原点且与方向u平行的直线记为

Gu.
 

垂直于方向u 且通过原点的n-1维子空间记为u⊥.
 

凸体K 在u⊥ 上的正交投影记为∏ru⊥ K.

定义1[13] 设G(x,
 

u)为平行于方向u 且与∏ru⊥ K 相交于点x 处的直线,
 

则称函数

F(u,
 

t)=
Vn-1{x∈∏ru⊥ K:

 

V1(G(u,
 

x)∩K)<t}

bK(u)

为凸体K 在t∈R1 处沿方向u 的定向弦长分布函数,
 

其中bK(u)=Vn-1(∏ru⊥ K).

定义2 在Rn 中,
 

称函数tmax(u)=max{V1(Gu ∩K)}为凸体K 沿方向u 的最大弦长.
定义3[17] 在Rn 中,

 

称函数r(l,
 

u)=min{l,
 

tmax(u)}为凸体K 的限弦函数.
定义4[18] 在Rn 中,

 

设y∈u⊥,
 

则称函数

XuK(y)=V1{K ∩ (Gu +y)}
为凸体K 沿方向u 的X-射线.

定义5[18] 在
 

Rn 中,
 

称函数

AK(t,
 

u)=Vn-1{y∈u⊥:
 

XuK(y)≥t}
为凸体K 的限弦投影函数.

 

特别地,
 

当t=0时,
 

AK(t,
 

u)就是K 在u⊥ 上的正交投影;
 

当t≥tmax(u)时,
 

AK(t,
 

u)=0.
定义6[13] 在Rn 中,

 

称函数

CK(h)=Vn(K ∩ (K +h))   h∈Rn

为凸体K 的弦协差[1],
 

其中K +h={x+h,
 

x ∈K}.
 

特别地,
 

CK(0)=Vn(K).
注1 对于每一个h∈Rn,

 

都会存在一个方向u∈Sn-1 以及常数l,
 

使得h= (l,
 

u).
 

为方便起见,
 

记

CK(l,
 

u)=CK(lu)   F(t,
 

u)=F(tu)
其中l为h 的长度.

 

特别地,
 

当l=tmax(u)时,
 

CK(lu)=0.
性质1[2] 设AK(t,

 

u)和CK(lu)分别为Rn 中凸体K 的限弦投影函数和弦协差,
 

则有

CK(lu)=∫
+∞

l
AK(t,

 

u)dt (1)

特别地,
 

当l=0时,
 

由(1)式,
 

可得

Vn(K)=CK(0)=∫
+∞

0
AK(t,

 

u)dt (2)

将(2)式代入(1)式,
 

可得

CK(lu)=Vn(K)-∫
l

0
AK(t,

 

u)dt (3)
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  注2 在R2 中,
 

方向u∈S1 可表示为(cos
 

φ,
 

sin
 

φ),
 

φ ∈ [0,
 

2π],
 

所以凸体K ∈R2 的限弦投影

函数AK(t,
 

u)、
 

弦协差CK(lu)、
 

定向弦长分布函数F(tu)分别可用AK(t,
 

φ),CK(lφ),F(tφ)替代,
 

因此

(3)式可化为

CK(lφ)=V2(K)-∫
l

0
AK(t,

 

φ)dt=F-∫
l

0
AK(t,

 

φ)dt (4)

其中F 为凸体K 的面积.

2 主要结论

定理1 设Π 是边长为a 的正五边形域,
 

当0≤l≤a 时,
 

其弦协差函数为

CΠ(lφ)=

CΠ1 0≤φ≤
π
5

CΠ2

2π
5 ≤φ≤

3π
5

CΠ3

3π
5 ≤φ≤π

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5)

其中,
 

CΠ1
,CΠ2

,CΠ3
如(12)-(14)式所示.

定理2 设Π 是边长为a 的正五边形域,
 

当0≤l≤a 时,
 

Π 在t处沿方向u 的定向弦长分布函数为

FΠ(tφ)=

5
5at 6-25  cos

 

φ-tsec
 

φ  0≤φ≤
π
5

5-5  
5a tcos

 

φ+
tsec

 

φ
10a

(35-5)+ 250-1105sin
 

2φ+
3
2 -

5
2 -

50-105
10 tan

 

φ
2π
5 ≤φ≤

3π
5

1-
tan

 

φ
5a 25-105a+2 25-105tcos

 

φ+ 10-45  tsin
 

φ  3π
5 ≤φ≤π

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

  定理3 设Π 是边长为a的正五边形域,
 

N 是长度为l(≤a)的无向小针,
 

则小针N 含于Π 内的运动

测度为

m(l)=
25+105
4 πa2-5al+

l2

2025-2π 25-105  (7)

  定理4 设Π 是边长为a的正五边形域,
 

N 是长度为l(≤a)的无向小针,
 

则小针N 含于Π 内的几何

概率为

P(N ⊂Π)=
5 25+105πa2-100al+l2 25-2π 25-105  

5 25+105πa2+100al
(8)

  定理5 设Π 是边长为a的正五边形域,
 

Nu 是长度为l(≤a)且方向为u=(cos
 

φ,
 

sin
 

φ)的有向小

针,
 

则小针Nu 含于Π 内的几何概率为

P(Nu ⊂Π)=

55a2-20alcos
 

φ+2l2 25-5+ 35-5  cos
 

2φ  
5a 5a+4lcos

 

φ  
0≤φ≤

π
5

55a2-2al 5 5-1  cos
 

φ+ 50-105sin
 

φ  
5a 5a+4lcos

 

φ  +

2l2 45-10+ 5-5  cos
 

2φ+ 250-1105sin
 

2φ  
5a 5a+4lcos

 

φ  
2π
5 ≤φ≤

3π
5

5 25+105a2-20alsin
 

φ-4l2sin
 

φ(5cos
 

φ+ 25-105sin
 

φ)

5 5+25a 5a+4lcos
 

φ  
3π
5 ≤φ≤π

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(9)
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3 定理的证明

设G 为R2 中的直线,
 

其广义法式方程为

xcos
 

φ+ysin
 

φ=p   0≤φ<2π,
 

-∞ <p<+∞
  定义7[17] 设K 为R2 中的凸体,

 

对任意实数t,
 

当0≤φ <2π时,
 

称函数

p(t,
 

φ)=
 

sup
G
{p:

 

V1(K ∩G)}

为凸体K 的广义支持函数.
凸体的广义支持函数与限弦投影函数有以下关系[17]:

AK(t,
 

φ)=p(t,
 

φ)+p(t,
 

π+φ)=2p(t,
 

φ) (10)
设Π 是边长为a的正五边形域,

 

其边界为正五边形ABCDE,
 

现以AB 所在直线为y轴,
 

线段AB 的中点为

原点O,
 

对称轴OD 为x 轴建立直角坐标系.
 

由(9)式和(4)式可得弦协差为

CΠ(lφ)=F-2∫
l

0
p(t,

 

φ)dt=
25+105
4 a2-2∫

l

0
p(t,

 

φ)dt (11)

下面证明定理1.
定理1的证明  Π 的5条边所在的直线方程分别为:

lAE:
 

y=xk1+
a
2

lED:
 

y=-k2(x-b)

lDC:
 

y=k2(x-b)

lCB:
 

y=-k1x-
a
2

lBA:
 

x=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中

k1=tan
π
10   k2=tan

3π
10   b=2asin

 2π
5cos

 π
5

设直线G与5条边AE,ED,DC,CB,BA的交点坐标分别为(x1,
 

y1),(x2,
 

y2),(x3,
 

y3),(x4,
 

y4),(x5,
 

y5),
 

分别联立直线G 的方程与5条边的方程,
 

可解得

y1=
k1p+

a
2cos

 

φ

cos
 

φ+k1sin
 

φ
   y2=

k2(bcos
 

φ-p)
cos

 

φ-k2sin
 

φ
   y3=

k2(p-bcos
 

φ)
cos

 

φ+k2sin
 

φ

y4=
-k1p-

a
2cos

 

φ

cos
 

φ-k1sin
 

φ
   y5= p

sin
 

φ

  为了计算CΠ(tφ),
 

将区间[0,
 

π]划分成 0,
 π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,π
5
,

 2π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,2π
5
,

 3π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,3π
5
,

 4π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,4π
5
,

 

π􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 5个子区间.

  当φ ∈ 0,
 π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 时,
 

令

t1=asin
 2π
5csc

 

φ+
π
5  = 10+25

4 acsc
 

φ+
π
5  

t2=2asin
 2π
5cos

 π
5csc

 

φ+
2π
5  = 5+25

2 acsc
 

φ+
2π
5  

则有

t1 ≥a   tmax(φ)=t2
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因此,
 

当0≤t≤a 时,
 

直线G 与边ED,DC 相交,
 

且有

y2-y3=tcos
 

φ
解此方程可得

p(t,
 

φ)=p23=
5+25
2 acos

 

φ-
25-105
10 t 1+ 5  cos

 

2φ-1  
因此弦协差为

CΠ(l,
 

φ)=CΠ1 =

25+105
4 a2-2∫

l

0
p23dt=

25+105
4 a2-∫

l

0 5+25acos
 

φ-
25-105
5 t 1+ 5  cos

 

2φ-1    dt=

25+105
4 a2- 5+25alcos

 

φ+
25-105
10 l2 1+ 5  cos

 

2φ-1  (12)

  当φ ∈
π
5
,

 2π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 时,
 

令

t3=asin
 2π
5csc

 

φ+
2π
5  = 10+25

4 acsc
 

φ+
2π
5  

t4=2asin
 2π
5cos

 π
5csc

 

φ+
π
5  = 5+25

2 acsc
 

φ+
π
5  

则有

t3 ≥a   tmax(φ)=t4
因此,

 

当0≤t≤a 时,
 

直线G 与边AE,ED 相交,
 

且有

y1-y2=tcos
 

φ
解此方程可得

p(t,
 

φ)=p12=

10-25
40 51+ 5  acos

 

φ+2 25+105asin
 

φ- 
5t 10-25sin

 

2φ- 5+1  cos
 

2φ- 5+1   
因此弦协差为

CΠ(l,
 

φ)=CΠ2 =

25+105
4 a2-2∫

l

0
p12dt=

25+105
4 a2-∫

l

0

10-25
20 51+ 5  acos

 

φ+2 25+105asin
 

φ -

5t 10-25sin
 

2φ- 5+1  cos
 

2φ- 5+1   dt=

25+105
4 a2-

l 10-25
40 101+ 5  acos

 

φ+4 25+105asin
 

φ -

50-105lsin
 

2φ+ 5+ 5  lcos
 

2φ+ 5- 5  l (13)
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  当φ ∈
2π
5
,

 3π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 时,
 

令

t5=asin
 2π
5csc

 

φ-
2π
5  = 10+25

4 acsc
 

φ-
π
5  

t6=2asin
 2π
5cos

 π
5csc

 

φ=
5+25
2 acsc

 

φ

则有

t5 ≥a   tmax(φ)=t6

因此,
 

当0≤t≤a 时,
 

直线G 与边AE,ED 相交,
 

同φ ∈
π
5
,

 2π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 的情形,
 

有CΠ(lφ)=CΠ2.

当φ ∈
3π
5
,

 4π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 时,
 

令

t7=asin
 2π
5csc

 

φ=
10+25
4 acsc

 

φ

t8=2asin
 2π
5cos

 π
5csc

 

φ-
π
5  = 5+25

2 acsc
 

φ-
π
5  

则有

t7 ≥a   tmax(φ)=t8
因此,

 

当0≤t≤a 时,
 

直线G 与边BA,AE 相交,
 

且有y5-y1=tcos
 

φ,
 

解此方程可得

p(t,
 

φ)=p51=
5+2
2 acos

 

φ+
t
105sin

 

2φ- 25-105cos
 

2φ+ 25-105  
因此弦协差为

CΠ(l,
 

φ)=CΠ3 =
25+105
4 a2-2∫

l

0
p51dt=

25+105
4 a2-∫

l

0
5+2  acos

 

φ+
t
5 5sin

 

2φ- 25-105cos
 

2φ+ 25-105  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt=

25+105
4 a2-

lsin
 

φ
5 5a+5lcos

 

φ+ 25-105lsin
 

φ  (14)

  当φ ∈
4π
5
,

 

π􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 时,
 

令

t9=asin
 2π
5csc

 

φ-
3π
5  = 10+25

4 acsc
 

φ-
3π
5  

t10=2asin
 2π
5cos

 π
5csc

 

φ-
2π
5  = 5+25

2 acsc
 

φ-
2π
5  

则有

t9 ≥a   tmax(φ)=t10

因此,
 

当0≤t≤a 时,
 

直线G 与边BA,AE 相交,
 

同φ ∈
3π
5
,

 4π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 的情形,
 

有CΠ(lφ)=CΠ3.

综上所述,
 

当t∈ [0,
 

a]时,
 

正五边形域Π 的弦协差为
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CΠ(lφ)=

CΠ1 0≤φ≤
π
5

CΠ2

2π
5 ≤φ≤

3π
5

CΠ3

3π
5 ≤φ≤π

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  引理1[12] 设K 为Rn 中的凸体,
 

对于每一个方向u∈Sn-1,
 

当t≥0时,
 

其弦协差CK(tu)关于变量

t可微,
 

且满足

-
􀆟CK(tu)
􀆟t =(1-F(tu))·bK(u) (15)

特别地,
 

当t=0时,
 

有

bK(u)=-
􀆟CΠ(tu)
􀆟t t=0

(16)

  引理2[14] 设K 为Rn 中的凸体,
 

L 是长度为l的线段,
 

则L 含于K 内的运动测度为

m(l)=∫N⊂K
dN =

1
2O1O2…On-1Vn(K)-

1
2O0O1…On-2∫1

2S
n-1du∫

r(l,
 

u)

0
A(t,

 

u)dt (17)

其中Oi 表示i维单位球面Si 的面积.

  引理3[13] 设K 为Rn 中的凸体,
 

L 是长度为l的线段,
 

则L 与凸体K 相交的运动测度为

mL(l)=∫L∩K≠∅
dL=

1
4O0O1…On-2 Vn(K)On-1+

lOn-2Vn-1(∂K)
n-1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (18)

其中∂K 表示凸体K 的边界.

  引理4[11] 设K 为Rn 中的凸体,
 

Lu 是长度为l且方向为u的有向线段,
 

则Lu 含于凸体K 内的

概率为

P(Lu ⊂K)=
CK(lu)

Vn(K)+lbK(u)
(19)

  定理2的证明  由(15)式可得凸体K 在t点处沿方向u 的定向分布函数为

F(tu)=1+
1

bK(u)
·􀆟CK(tu)

􀆟t
因此正五边形域Π 的定向弦长分布函数可表示为

F(tφ)=1+
1

bK(φ)
·􀆟CK(tφ)

􀆟t
(20)

由(11)式可得

􀆟CΠ(tφ)
􀆟t = -2p(t,

 

φ)=

- 5+25acos
 

φ+
25-105
5 t 1+ 5  cos

 

2φ-1  0≤φ≤
π
5

-
10-25
20 51+ 5  acos

 

φ+2 25+105asin
 

φ -

5t 10-25sin
 

2φ- 5+1  cos
 

2φ- 5+1   2π
5 ≤φ≤

3π
5

- 5+2  acos
 

φ-
t
5 5sin

 

2φ- 25-105cos
 

2φ+ 25-105  3π
5 ≤φ≤π

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(21)

由(16)式可得
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bΠ(u)=2p23|t=0= 5+25acos
 

φ (22)

将(21)-(22)式代入(20)式,
 

(6)式得证.
定理3的证明  由限弦函数的定义可得,

 

当l≤tmax(u)时,
 

r(l,
 

u)=l.
 

因此(3)式可表示为

CK(lu)=Vn(K)-∫
r(l,

 

u)

0
A(t,

 

u)dt

当l≥tmax(u)时,
 

r(l,
 

u)=tmax(u),
 

因此(3)式可表示为

CK(lu)=Vn(K)-∫
r(l,

 

u)

0
A(t,

 

u)dt-∫
l

r(l,
 

u)
A(t,

 

u)dt=Vn(K)-∫
r(l,

 

u)

0
A(t,

 

u)dt

综上所述,
 

凸体K 的弦协差可表示为

CK(lu)=Vn(K)-∫
r(l,

 

u)

0
A(t,

 

u)dt (23)

将(23)式代入(17)式,
 

得

m(l)=
1
2O1O2…On-2 On-1Vn(K)-O0∫1

2S
n-1du∫

r(l,
 

u)

0
A(t,

 

φ)dt  =
1
2O1O2…On-2∫1

2S
n-12Vn(K)du-2∫1

2S
n-1du∫

r(l,
 

u)

0
A(t,

 

φ)dt  =
1
2O0O1O2…On-2∫1

2S
n-1 Vn(K)-∫

r(l,
 

u)

0
A(t,

 

φ)dt  du=

1
2O0O1O2…On-2∫1

2S
n-1CK(lu)du (24)

在(24)式中,
 

取n=2,
 

可得长度为l的小针N 含于正五边形域Π 内的运动测度为

m(l)=∫
π

0
CΠ(lφ)dφ=∫

π
5

0
CΠ1dφ+∫

3π
5

π
5

CΠ2dφ+∫
π

3π
5

CΠ3dφ (25)

将(12)-(14)式代入(25)式,
 

(7)式得证.
定理4的证明  长度为l(≤a)的无向小针N 含于正五边形域Π 内的几何概率为

P(N ⊂Π)=
∫N⊂K

dN

∫N∩K≠∅
dN

=
m(l)
mN(l)

(26)

在引理3中,
 

取n=2,
 

则长度为l(≤a)的无向小针N 与正五边形域Π 相交的运动测度为

mN(l)=∫N∩K≠∅
dN =πV2(Π)+lV1(∂Π)=

25+105
4 πa2+5al (27)

将(7)式、
 

(27)式代入(26)式,
 

(8)式得证.
 

证毕.
定理5的证明  在引理4中,

 

取n=2,
 

则长度为l(≤a)且方向为u的有向小针Nu 含于Π 内的几何

概率为

P(Nu ⊂Π)=
CΠ(lu)

V2(Π)+lbΠ(u)
=

CΠ(lφ)

25+105
4 a2+l 5+25acos

 

φ

(28)

将(12)-(14)式代入(28)式,
 

(9)式得证.

4 结语

本文以正五边形域为例,
 

讨论了轴对称凸域的弦协差及其应用,
 

其他轴对称凸域(如等腰梯形域)可类

似讨论.
 

首先详细地给出了正五边形域的广义支持函数的求解过程,
 

并利用这个函数,
 

给出当l≤a 时正五

边形域的弦协差的具体解析式,
 

增加了能够求解弦协差解析式的2维凸域的种类.
 

接着,
 

利用弦协差得到
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小针含于正五边形域内的运动测度.
 

在此基础上,
 

分别计算了无向小针、
 

有向小针含于正五边形域内的几

何概率.
 

虽然以上结果讨论的均是当小针长度不超过正五边形边长时的情形,
 

但却提供了一种计算方法,
 

其他情形都可类似讨论.
另外,

 

利用定理3中的结果,
 

可进一步将Buffon投针问题进行推广,
 

求出小针与特殊网格相遇的概

率.
 

虽然正五边形不能铺满整个平面,
 

无法组成Buffon网格,
 

但是添加一个边长与之相等的菱形,
 

却可以

铺满整个平面.
 

因此,
 

利用定理3所得的运动测度,
 

可进一步研究小针与此新型网格相交的概率.
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