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一种具有充分下降性的新混合型共轭梯度法①
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摘要:对PRP法和FR法进行凸组合,提出了一种求解无约束优化问题的新共轭梯度法.该方法总是能生成一个充

分下降方向,且它的凸组合参数为Babaie-Kafaki和Ghanbari的推广形式.在 Wolfe线搜索条件下,新算法的全局

收敛性得以建立,数值结果也说明提出的算法是有效的.
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Abstract:Inthispaper,anewhybridconjugategradientalgorithmhasbeendevelopedforsolvinguncon-

strainedoptimizationproblems.TheproposedmethodcanbeviewedasaconvexcombinationofPolak-

Ribière-PolyakmethodandFletcher-Reevesmethod.Inthismethod,asufficientdescentdirectioncanal-

waysbegenerated,withitsconvexcombinationparameterasanextensionoftheparameterproposedby
Babaie-KafakiandGhanbari.UndertheWolfelinesearch,theglobalconvergencehasbeenestablished.

Somenumericalresultsshowthatproposedmethodiseffective.
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本文考虑下面的无约束优化问题:

min{f(x):x∈Rn} (1)

这里f:Rn →R是一个光滑函数,Rn 表示n维欧氏空间,函数f的梯度记为g(x):=∇f(x).在实际求
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解大规模无约束优化问题中,建立一些具有低存储的快速数值算法是十分重要的.共轭梯度法是求解大型

无约束优化问题(1)的一类十分有效的方法[1],其通常的迭代形式如下

xk+1:=xk +αkdk (2)

这里xk ∈Rn 是一个解的第k次逼近,αk >0是由一种合适的线搜索所确定的步长,dk ∈Rn 是搜索方向,

其定义如下

dk:=
-gk k=0

-gk +βkdk-1 k>0{ (3)

其中:gk 表示梯度g(xk),βk ∈R为共轭参数.步长αk 由标准的 Wolfe线搜索

f(xk +αkdk)≤f(xk)+δαkgT
kdk

g(xk +αkdk)Tdk ≥σgT
kdk

{ (4)

或者强 Wolfe线搜索

f(xk +αkdk)≤f(xk)+δαkgT
kdk

|g(xk +αkdk)Tdk|≤σ|gT
kdk|{

确定,其中0<δ <σ <1.不同的共轭梯度法对应不同的共轭参数βk.众所周知的共轭梯度法包括

Hestenes-Stiefel(HS)[2],Polak-Ribière-Polyak(PRP)[3-4],Dai-Yuan(DY)[5],Liu-Storey(LS)[6],Fletcher-Reeves(FR)[7] 和

Conjugate-Descent(CD)[8],它们所对应的共轭参数如下

βHS
k :=

gT
kyk-1

dT
k-1yk-1

,βPRP
k :=

gT
kyk-1

‖gk-1‖2
,βDY

k :=
‖gk‖2

dT
k-1yk-1

βLS
k :=-

gT
kyk-1

dT
k-1gk-1

,βFR
k :=

‖gk‖2

‖gk-1‖2
,βCD

k :=-
‖gk‖2

dT
k-1gk-1

其中yk-1:=gk -gk-1 且 ‖·‖ 表示欧氏范数.目标函数是一个严格凸二次函数并且步长由精确线搜索得

到,且在一般情形下,它们的理论性质和数值表现不尽相同.众所周知,DY法、CD法和FR法具有良好的

收敛性质,但它们的数值计算效果一般;相反,PRP法、HS法和LS法具备出色的数值表现,但它们可能不

收敛.为了获得收敛性数值效果的算法,不少学者对共轭参数自身作了一些改进[9-10]和一些混合[11-12].本

文主要考虑共轭梯度法的混合形式.文献[13]通过对PRP法和DY法进行凸组合,得到一种新的共轭梯度

法,其共轭参数如下

βN
k:=(1-θk)βPRP

k +θkβDY
k

其中参数θk ∈[0,1]由共轭条件yT
k-1dk=0确定.最近,文献[14]对PRP法和FR法进行凸组合,引进了

一种混合共轭梯度法:

βHCG
k :=(1-θk)βPRP

k +θkβFR
k

这里参数θk ∈[0,1]根据求解优化问题min
θk
{‖dHCG

k -dZZL
k ‖2:k≥1}得到.在标准的 Wolfe线搜索条件

下,该算法具有全局收敛性和良好的计算表现.
受文献[14]的启发,本文构造了一种新的混合共轭梯度法

βNH+
k :=(1-θk)βPRP

k +θkβFR
k (5)

这里

θk =

θ*
k 若gT

kgk-1·gT
kpk ≠0且θ*

k ∈ [0,1]

0 若gT
kgk-1·gT

kpk =0或θ*
k <0

1 若θ*
k >1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中

θ*
k =-

gT
kdk-1

gT
kgk-1

pT
kdk-1

‖dk-1‖2
gT

kyk-1

gT
kpk
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为优化问题min
θk
{‖dNH+

k -dNYF
k ‖2:k≥1}的最优解.基于共轭参数βNH+

k 所得相应的共轭梯度法称作NH+

算法或NH+法.因为文献[15]提出的ZZL法是文献[16]提出的NYF法特殊情况.因此,文献[14]提出的

方法是NH+法的特殊情况(当pk =gk 即为文献[14]中的方法).

1 NH+型共轭梯度算法

基于共轭参数βNH+
k 的计算公式(5),所得的NH+算法如下:

NH+算法

步骤1:给定初始点x1 和精度ε.置k=1,令d1=-g1.
步骤2:若 ‖gk‖ ≤ε,终止.否则,转步骤3.
步骤3:通过(3)式计算搜索方向dk.
步骤4:由标准的 Wolfe线搜索(4)确定步长因子αk.
步骤5:由(2)式计算下一个迭代点xk+1.
步骤6:令k:=k+1,转步骤2.

2 算法NH+的全局收敛性分析

为了论证算法NH+的收敛性,给出了如下的基本假设.
假设1 水平集S={x:f(x)≤f(x0)}有界,即存在􀭹a>0,对于任意x ∈S,有 ‖x‖ ≤􀭹a.
目标函数的梯度函数在S 的某邻域U 内Lipschitz连续,即存在常数L >0,对任意x,y ∈U,有

‖g(x)-g(y)‖ ≤L‖x-y‖.
由假设可知存在常数γ>0,对任意x ∈S,有

‖g(x)‖ ≤γ (6)

 以Zoutendijk条件为基础给出如下引理1.这个引理在论证共轭梯度算法的全局收敛性过程中具有重要

的作用.
引理1 假设1成立,算法 NH+ 的搜索方向是下降的,步长满足标准 Wolfe线搜索条件,则

Zoutendijk条件即∑
∞

k=0

(gT
kdk)2

‖dk‖2
< ∞ 成立.

证  由标准 Wolfe线搜索条件(4),知

(gk -gk-1)Tdk-1 ≥ (σ-1)gT
k-1dk-1

另一方面,由假设1和(2)式,有

(gk -gk-1)Tdk-1 ≤αk-1L‖dk-1‖2

再结合算法NH+的下降性,得

αk-1 ≥
σ-1
L
·gT

k-1dk-1

‖dk-1‖2
>0

进一步由(4)式知

f(xk-1)-f(xk)≥
δ(1-σ)

L
·
(gT

k-1dk-1)2

‖dk-1‖2
>0 (7)

 对(7)式从k=1,2,…,∞求和,并注意目标函数f(x)有下界,即知Zoutendijk条件成立.因此,结论

得证.
下面的引理是论证算法NH+全局收敛性的关键.这个引理的具体论证过程可参见文献[17].

引理2[17] 假 设1、充 分 下 降 性、标 准 Wolfe线 搜 索 条 件 均 成 立.若∑
∞

k=0

1
‖dk‖2

= ∞,则
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liminf
k→∞

‖gk‖=0.

注  通常利用的是引理2的逆否命题,即若liminf
k→∞

‖gk‖≠0,则∑
∞

k=0

1
‖dk‖2

<∞.对于共轭梯度

算法,文献[18]给出了性质(*),当sk:=xk+1-xk 变小时,βk 也将变小.
性质 (*)[18] 对于共轭梯度算法,若任意k≥0,都有0<γ≤‖gk‖.而且,若常数b>1,λ>0,

使得|βk|≤b和 ‖sk‖ ≤λ⇒|βk|≤
1
2b

都成立,就称算法具有性质(*).

接下来,假设全局收敛性不在有限步发生.
引理3 若假设1、充分下降性、标准 Wolfe线搜索条件均成立.如果性质(*)成立,则dk ≠0且

∑
∞

k=1‖uk -uk-1‖2 < ∞,其中uk:=
dk

‖dk‖
.

证  由dk ≠0,gk ≠0及充分下降性知,uk 的定义有意义.

现定义ρk:=
-gk

‖dk‖
和以下式子

ωk:=βNH+
k ‖dk-1‖
‖dk‖

(8)

由(3)式和(5)式,对任意k≥1,有

uk =ρk +ωkuk-1 (9)
基于 ‖uk‖=‖uk-1‖=1和(9)式,得

‖ρk‖=‖uk -ωkuk-1‖=‖ωkuk -uk-1‖ (10)

由于βNH+
k ≥0,则(8)式中的ωk ≥0.此外,利用三角不等性和(10)式,可得

‖uk -uk-1‖ ≤ (1+ωk)‖uk -uk-1‖=

‖uk -ωkuk-1+ωkuk -uk-1‖ ≤

‖uk -ωkuk-1‖+‖ωkuk -uk-1‖=

2‖ρk‖ (11)

由Zoutendijk条件、充分下降条件和(8)式知

∑
∞

k=1

‖gk‖4

‖dk‖2
=∑

∞

k=1‖gk‖2‖ρk‖2 < ∞ (12)

利用性质(*)、(11)式和(12)式,有∑
∞

k=1 ‖uk -uk-1‖2 ≤4∑
∞

k=1‖ρk‖2 < ∞,结论得证.

现令N+ 为非零自然数集.给定正常数λ 和正整数Δ,定义

Kλ
k,Δ:={i∈N+:k≤i≤k+Δ-1,‖si-1‖ >λ}

其中|Kλ
k,Δ|表示Kλ

k,Δ 的元素个数.
引理4 若引理3的所有假设条件都成立.算法NH+满足性质(*),则存在常数λ和k0,对任意Δ∈

N+ 和􀭹k≥k0,使得

|Kλ􀭹k,Δ|>
Δ
2

 证  利用反证法论证.假设存在Δ∈N+ 和常数k0,对任意正常数λ 和任意k≥k0,有

|Kλ
k,Δ|≤

Δ
2

(13)

b>1和η>0是性质(*)中的常数.令λ=η,由性质(*)和(13)式,有

∏
k0+(i+1)Δ

k=k0+iΔ+1|βk|= ∏
k∈Kλ

k0+iΔ+1,Δ

|βk| ∏
k∉Kλ

k0+iΔ+1,Δ

|βk|≤b
Δ
2
1
2b
æ

è
ç

ö

ø
÷

Δ
2
,∀i≥0 (14)
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因此

∏
k0+iΔ

j=k0+12β
2
j =∏

k0+Δ

j=k0+12β
2
j…∏

k0+iΔ

j=k0+(i-1)Δ+12β
2
j ≤

2iΔ 1
2b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú

iΔ

=
1
2b2
æ

è
ç

ö

ø
÷

iΔ

≤1 (15)

对任意i≥1,k0 ≤l≤k0+iΔ,存在i',使得

k0+i'Δ≤l≤k0+(i'+1)Δ≤k0+iΔ

∏
k0+iΔ

j=l 2β
2
j =∏

k0+(i'+1)Δ

j=l 2β2j∏
k0+(i'+2)Δ

j=k0+(i'+1)Δ+12β
2
j…∏

k0+iΔ

j=k0+(i-1)Δ+12β
2
j

再由b>1和(14)式得

∏
k0+iΔ

j=l 2β
2
j ≤c1 (16)

其中c1=(2b2)Δ+1.
通过性质(*)、(6)式、(15)式和(16)式,有

‖dk0+iΔ‖2 ≤ (‖gk0+iΔ‖+|βk0+iΔ|‖dk0+iΔ-1‖)2 ≤

2(‖gk0+iΔ‖2+|βk0+iΔ|2‖dk0+iΔ-1‖2)≤

2γ2+2b2∑
k0+iΔ

l=k0+2
(∏

k0+iΔ

j=l 2β
2
j)+‖dk0‖∏

k0+iΔ

j=k0+12β
2
j ≤

2γ2+2b2∑
k0+iΔ

l=k0+2
(∏

k0+iΔ

j=l 2β
2
j)+‖dk0‖ ≤

2γ2+2b2c1(iΔ-1)+c2

其中c2=‖dk0‖.所以,∑
∞

k=0

1
‖dk‖2

≥∑
∞

i=1

1
‖dk0+iΔ‖2

≥∑
∞

i=1

1

2γ
-
2+2b2c1(iΔ-1)+c2

=∞.

由引理2知liminf
k→∞

‖gk‖=0,这与假设矛盾.因此,原结论成立.

结合引理3和4,利用文献[14]的论证方法易得下面的定理1.限于篇幅,这里略去证明过程.
定理1 若假设1和标准 Wolfe线搜索都成立.如果算法NH+满足下面3个性质:

(p1)对任意k≥1,有βNH+
k ≥0;

(p2)充分下降性和Zoutendijk条件均满足;

(p3)性质(*)成立,而且存在正常数M,使得θk ≤M‖sk-1‖.
则算法NH+全局收敛.

3 数值实验

为了比较算法NH+与算法NYF[16]、算法HCG+[14]、算法PRP+[18],对文献[19]中的63个测试函

数进行实验.4种算法均利用Matlab程序实现,且在Windows7操作系统、AMDAthlon(tm)IIDual-Core

M320CPU和2GB内存环境测试运行.常数σ=0.95,δ=0.0001.令pk=gk.终止准则为‖gk‖≤10-6

或迭代时间超过3600s.部分数值结果见表1.所有数值实验具体结果请参见链接https://weibo.

com/2145331053/IsvzxrnEi? from=page_1005052145331053_profile&wvr=6&mod=weibotime&type=
comment.

此外,利用文献[20]提出的性能理论刻画算法的计算效率和稳定性.为此,以迭代时间、迭代次数为度

量,纵轴为性能指标Ps(t),描绘出下面的性能图(图1,图2).实验结果表明:NYF和PRP+在1.8s前收

敛速度都比NH+稍慢,之后都与NH+接近,并都达到稳定;HCG+比其他3种算法的收敛速度都慢;

NH+一直快于其他3种算法,最终与PRP+同时稳定.原因可能是NH+法充分利用了PRP和NYF的加

速特性以及FR的良好收敛性.因此,NH+是一个有效的算法.
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表1 部分数值实验结果

函数名 维度/维 算法 迭代次数/次 迭代时间/s 梯度值

LIARWHD

DIAGONAL

QUADRATICQF1

QUARTC

20 NH+ 138 2137.390 9.37E-07
20 PRP+ 94 1303.897 9.93E-07
20 NYF 345 11117.170 9.02E-06
20 HCG+ 340 3605.104 1.10E-05

50 NH+ 179 1957.943 8.47E-07
50 PRP+ 132 1292.290 7.51E-07
50 NYF 708 2381.197 8.95E-07
50 HCG+ 740 3615.365 1.04E-05

100 NH+ 181 2089.250 0.00E+00
100 PRP+ 136 1315.878 0.00E+00
100 NYF 231 4130.011 1.15E-02
100 HCG+ 282 3613.380 9.89E-03

400 NH+ 17 1859.335 9.91E-07
400 PRP+ 48 3633.389 4.55E-03
400 NYF 50 3643.121 3.70E-03
400 HCG+ 17 1956.870 9.91E-07

图1 迭代时间算法性能图 图2 迭代次数算法性能图
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