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二阶共振哈密顿方程重周期解①
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摘要:考虑一类扰动共振Hamiltonian方程x″+g(x)=p(t,x,x')多重周期解的存在性,其中:g(x)满足半线性

条件;p(t,x,y):R3 →R有界,连续,关于第一个变量是2π周期的.利用时间映射的性质对变换后方程组的解

的动力学行为进行分析,再结合Poincaré-Birkhoff扭转定理以及拓扑度理论,得到扰动共振 Hamiltonian方程至少

存在一个2π周期解和无穷多2mπ周期解.
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Abstract:Inthispaper,theexistenceandmultiplicityofperiodicsolutionshavebeendiscussedforper-

turbedHamiltonianequationx″+g(x)=p(t,x,x'),whereg(x)satisfiessemilinearcondition;p(t,

x,y):R3 →Riscontinuousandboundedfunctionwitha2πperiodicdependencewithrespecttothe

firstvariation.Withthepropertiesoftimemaptoanalyzethemotionsoftransformedequations,theexist-

enceforinfinityof2mπperiodicsolutionsand2πperiodicsolutionhavebeenshownwithPoincare-Birkhoff

theoremandtopologydegreetheoryrespectively.
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平面时变Hamilton周期系统的一个典型模型是x″+f(t,x)=0,其中f(t,x)∈C1(R×R,R)关

于变量t是2π周期的.关于此系统周期解的存在性和重性的研究已开展了很多工作:关于半线性非奇异位
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势的工作见文献[1-7],关于奇异位势的工作见文献[8-11],关于扰动方程的工作见文献[12-14].本文考

虑二阶半线性共振Hamilton方程:

x″+g(x)=p(t,x,x') (1)

其中g:R →R为连续函数,满足半线性条件

0<g* =liminf
|x|→∞

=
g(x)
x ≤limsup

|x|→∞

g(x)
x =g* < ∞ (2)

p 满足

p=p(t,x,y):R×R2 →R (3)

有界、连续且关于第一个变量是2π周期的.

当p(t,x,y)=p(t)时,方程(1)即为Duffing方程:

x″+g(x)=p(t) (4)

 记x″+g(x)=0满足x(0)=0,x'(0)= 2e 的解的轨线为Fe,最小正周期为τ(e).令τ(e)=

τ+ (e)+τ- (e),其中τ+ (e),τ- (e)分别为解轨线Fe 在右侧和左侧的时间.文献[1]在条件(2)、振动位

势条件

Δτ=limsup
e→∞

τ(e)-liminf
e→∞

τ(e)>0 (5)

和全局李普希兹条件

|g(x)-g(y)|≤L|x-y|(其中L 为常数) (6)

下,证明方程(4)至少存在一个2π周期解和无穷多次调和解.文献[3]将文献[1]中的振动位势条件减弱为

弱振动位势

limsup
e→∞

eτ(e)-
2mπ
n

æ

è
ç

ö

ø
÷=+∞,liminf

e→∞
eτ(e)-

2mπ
n

æ

è
ç

ö

ø
÷=-∞   n,m ∈N (7)

亦得到类似结论.文献[4]去掉李普希兹条件,增加弱振动位势条件和共振条件

lim
e→∞

τ(e)=
2mπ
n    n,m ∈N (8)

得出方程(4)至少存在一个2π周期解.

最近在条件

lim
|x|→∞

g(x)sgn(x)=+∞,lim
|x|→∞

G
1
2(x)

g2(x)=0(其中G(x)=∫
x

0
g(s)ds) (9)

与条件

[liminf
e→∞

τ(e),limsup
e→∞

τ(e)]\2πn
,n∈N{ }≠Ø (10)

下,文献[5]证明方程(1)至少存在一个2π周期解.注意条件(10)排除了τ(e)的共振点.一个自然的问题

是:在半线性共振条件下,加怎样的条件能保证方程(1)存在周期解.本文结论如下.

定理1 设条件(2),(3),(8)以及(7)满足,则方程(1)至少存在一个2π周期解和无穷多2mπ周期解

{xk(t)}满足lim
k→∞

max
t∈[0,2π]

(x2
k(t)+ẋ2

k(t))=∞.

为了证明定理1,先给出一些引理.

引理1[4] 设条件(2)成立,则存在常数e0>0,使得当e>e0 时,Γe 是一条包围原点的星形闭曲线.

引理2[4] 设条件(2)成立,M 为固定常数,对满足0≤y-M ≤u≤y≤e的u 和y,有
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∫
y

u

ds
G(e)-G(s)

=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

 引理3[4] 设条件(2)成立,M 为固定常数,如果A <B <A+M,那么当A → ∞ 时,有

|τ(A)-τ(B)|=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

 考虑方程(1)的等价系统

x'=y   y'=-g(x)+p(t,x,y) (11)

它的极坐标形式为:

ṙ=rsinθcosθ-g(rcosθ)sinθ+p(t,rcosθ,rsinθ)sinθ

θ̇=-sin2θ-
1
r
(g(rcosθ)-p(t,rcosθ,rsinθ))cosθ

ì

î

í

ïï

ïï

(12)

 以(r(t),θ(t)),表示方程(12)满足(r(0,r0,θ0),θ(0,r0,θ0))=(r0,θ0)的解.类似文献[4]可得:

引理4 假设条件(2)成立,则有:

1)方程(11)(或(12))的每个解都在t轴上存在;

2)任给T >0,存在R0 >0,使当r0 ≥R0 和t∈ [0,T]时,有dθ
dt<0

;

3)任给T >0,存在R1>0,使当r0≥R1 时,对任意的s,t∈[0,T],有|h(s)-h(t)|≤P,其

中h(t)= y2(t)+2G(x(t)),x(t)=r(t)cosθ(t),y(t)=r(t)sinθ(t),P=sup{|p(t,x,y)|:t∈
[0,2π],(x,y)∈R2}.

引理4结论2)表明,在任意确定的时段内,对充分大的e,自Fe 上出发的方程(11)的解Λ是绕原点顺

时针旋转的.记解Λ 绕一圈所用的时间为T.

引理5 设条件(2)和(8)成立,则当e→ ∞ 时,有|τ(e)-T|=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

证  参考文献[4]方法.证明过程分两步.

1)先假定Λ 自(0, 2G(e))出发,并且T ≤
4mπ
n .引理4结论3)表明,对所有的t∈ 0,4mπn

é

ë
êê

ù

û
úú 和

充分大的e有|h(s)-h(t)|≤P,又h(0)= 2G(e),所以 2G(e)-E ≤h(t)≤ 2G(e)+E,其中

E=
4mπP

n .令

2G(A)= 2G(e)-2E, 2G(B)= 2G(e)+2E (13)

记FA,FB 分别表示闭轨线1
2y

2+G(x)=G(A),12y
2+G(x)=G(B),则Λ 在走完一圈之前总位于FA

与FB 之间.设Λ 与x=A 相交的时刻为α,Λ 自(0, 2G(e))到正x 轴的时间为t1.先看t1 的估计.

当t∈ [α,t1]时,有A ≤x ≤x(t1).由于x'(t1)=0,方程(11)得

x'(t)=∫
t1

t
(g(x(s))-p(s,x(x),y(s)))ds

设δ(A)=inf{g(x):x ≥A},由条件(2),当A ≫1时,存在c>0,使得δ(A)>cA,因此

x'(t)≥∫
t1

t
δ(A)ds-∫

t1

t
p(s,x(x),y(s))ds≥ (t1-t)δ(A)-c1 (14)
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其中c1=∫
4mπ
n

0
|p(s,x(x),y(s))|ds.对式(14)从α 到t1 积分,又x(t1)<B,则有

B-A ≥
1
2
(t1-α)2δ(A)-

4c1mπ
n

由条件(2)和式(13)知,存在常数M >0使得B-A <M,从而

t1-α=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ (15)

 当t∈ [0,α]时,有0≤x ≤A.由 2G(A)<h(t)< 2G(B)得

x'(t)

2(G(B)-G(x(t)))
<1<

x'(t)

2(G(A)-G(x(t)))

两边积分得

∫
A

0

ds
2(G(B)-G(s))

<α<∫
A

0

ds
2(G(A)-G(s))

由引理3、条件(2)和式(13),综合可得

1
2τ

+ (e)-O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ <α<

1
2τ

+ (e)+O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ (16)

进而

t1=
1
2τ

+ (e)+O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

对解Λ 经过第i象限的时间ti(i=2,3,4)有类似估计,最后可得

|τ(e)-T|=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

 2)对一般的从(x0,y0)∈Fe 出发的解Λ,只需再估计解Λ 通过下述区域

(x,y):0≤y≤
y0x
x0
,0≤x≤x0,

1
2y

2+G(x)≥G(A){ }∪

(x,y):y≥
y0x
x0
,x≥x0,

1
2y

2+G(x)≤G(B){ }
所需时间Δt.

不防设x0>0,y0>0.记直线y=
y0

x0
x与x=x0,FA,FB 分别相交于(x0,y0),(x-,y-),(x+,y+),

则

x-<x0 <x+ (17)

G(x-)=G(A)-
1
2y

2
-,G(x+)=G(B)-

1
2y

2
+ (18)

分两种情形证明Δt=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

当G(x0)≥
1
2G
(e)时,从式(18)得G(x-)≥

1
2G
(e)-2E 2G(e)+2E2;从式(17),(18),(13),得

G(x+)-G(x-)≤G(B)-G(A)=4E 2G(e),因而,当E 充分大时,

2G(x+)- 2G(x-)=
2(G(x+)-G(x-))

2G(x+)+ 2G(x-)
≤

G(x+)-G(x-)

2G(x-)
≤L
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其中L 是一个常数,又由条件(2)有x+-x-≤a.如果x+≤A,类似式(16)的推导,可得Δt=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ .如

果x+≥A,令(x-,x+)= (x-,A)∪(A,x+).设解Λ经过区域{(x,y)|x-<x<A}与{(x,y)|A<

x <x+}的时间分别为Δt1 和Δt2.类似式(15)与式(16)的推理可得Δti =O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷(i=1,2).综合可得

Δt=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

对G(x0)≤
1
2G
(e)的情形,可类似证明Δt=O

1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

对任何正整数j,设Tj(e)是从Fe 上出发的解转j圈所用的时间,由c1<Tj(e)<c2 知对充分大的

E 与A,B,解Λ 在转k 圈 (k=1,2,…)时均位于FA 和FB 之间.类似引理5可得:当e>e0 和c1 <

τ(e)<c2 时,就有

Tj(e)-jτ(e)=O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ (19)

 设P 为方程(12)的Poincaré映射,即P:(r0,θ0) →(r(2mπ,r0,θ0),θ(2mπ,r0,θ0)).引理6刻

画了映射P 的扭转性.

引理6 假设条件(2),(7)成立,则存在两个数列{ak},{bk},当ak <bk <ak+1 以及lim
k→∞

ak=+∞时,

下述结论成立:

1)当(r0,θ0)∈Fak 时,θ(2mπ,r0,θ0)-θ0 <-2nπ;

2)当(r0,θ0)∈Fbk 时,θ(2mπ,r0,θ0)-θ0 >-2nπ.
证  从引理4结论2)知θ(2mπ,r0,θ0)-θ0=-2jπ-η,j≥0,0≤η≤2π.记tη 为θ(t)从θ0-2jπ

到θ0-2jπ-η所用的时间,那么2mπ=Tj(e)+tη ≤Tj+1(e).由条件(7)及τ(e)关于e的连续性知,存

在数列{ak}满足:当ak →+∞ (k→+∞)时,有

ak(τ(ak)-
2mπ
n
)≤-k

取 k
ak
→0,又由式(19)知j≥n.如果j≥n+1,那么

θ(2mπ,r0,θ0)-θ0 <-2nπ
如果j=n,那么对k足够大,有

tη =2mπ-Tn ≥
nk-cn

ak

从而

-η=∫
nτ(ak)+tη

nτ(ak)
θ̇dt≤-A1

nk-cn

ak

因此

θ(2mπ,r0,θ0)-θ0 <-2nπ-A1
nk-cn

ak
<-2nπ

可类似证明结论2).

定理1的证明  由引理6知:对充分大的k,方程(12)的Poincaré映射P 在Ak ={(x,y)∈Fe,
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ak ≤e≤bk}上满足扭转条件.而引理1和引理4则保证Fak 是星形闭曲线,并且O∈D(ak),这里D(ak)

是Fak 所围成的开区域.由文献[7]所推广的Poincaré-Birkhoff扭转定理,得证P 在Ak 上至少有两个不动

点,这些不动点就对应着方程(1)的2mπ周期解{xk(t)},且满足lim
k→∞

max
t∈[0,2π]

(x2
k(t)+ẋ2

k(t))=∞.

再证明2π周期解的存在性.考虑

x″+g(x)=λp(t,x,y)   λ∈ [0,1] (20)

定义如下算子

L:C2[0,2π] →C0[0,2π]Lx=x″-
1
2x

Nλ:C1[0,2π] →C0[0,2π]Nλ(x)=-g(x)-
1
2x+λp(t,x,y)

 方程(1)的2π周期解的存在性问题等价于算子方程Lx=Nλ(x),λ∈[0,1]解的存在性问题.令Ω=

{x(t)∈C1[0,2π]:x'
(t)2

2 +G(x(t))<ek,t∈ [0,2π]}.取足够大的数ek,则方程(20)在t0 时刻从

(x0,y0)∈Fek:
y2

2+G(x)=G(ek)上出发的解F 都不是2π周期的.

事实上,设解F 围绕原点顺时针运动j圈所用时间为Δtj(e),与引理5类似可证|Δtj(e)-jτ(e)|=

O
1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,e→∞.取T=

2mπ(n+2)
n

,则在[t0,t0+T]解F 围绕原点至少转了n圈.由条件(7)及τ(e)关

于e的连续性知:存在数列{ek}→∞(k→∞)满足 ek(τ(ek)-
2mπ
n
)≤-k,并可取ek >k4,当k充分

大时,有

Δtn =nτ(ek)+O
1
ek

æ

è
ç

ö

ø
÷=2mπ-

nk
ek

+O
1
ek

æ

è
ç

ö

ø
÷ <2mπ

Δtn+1=(n+1)τ(ek)+O
1
ek

æ

è
ç

ö

ø
÷=2mπ+

2mπ
n -

k
ek

+O
1
ek

æ

è
ç

ö

ø
÷ >2mπ

 这说明解F在2mπ时间内围绕原点顺时针运动超过n圈,但是达不到n+1圈,所以不是2mπ周期解,

也不是2π周期解.

令F(x,y)=(y,-g(x)),Ω0={(x,y)∈R2:y
2

2+G(x(t))<ek}.取k充分大使G(x)=ek 的

正根x+ 和负根x- 分别满足g(x+)>0和g(x-)<0.于是λF(x,y)+(1-λ)J(x,y)= (y,-λg(x)-
(1-λ)x)≠(0,0),这里J(x,y)=(y,-x).因此dB(F,Ω0,0)=dB(J,Ω0,0)=1,其中dB(F,Ω,

0)是F 的Brouwer度,利用文献[15]结果,可得dLS(id-L-1N0,Ω,0)=dB(F,Ω0,0)≠0.所以算子

方程Lx=Nλ(x),λ∈ [0,1]解存在,进而方程(1)存在2π周期解.
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