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无标度网络上一类具有隔离项的
时滞传染病模型研究①

赵润东, 孙梅慈, 刘启明

陆军工程大学石家庄校区 军政基础系,石家庄050003

摘要:为了研究隔离周期对传染病传播的影响,在无标度网络上建立了一类具有隔离项的时滞传染病模型,计算

了疾病传播的基本再生数;其次通过建立适当的Lyapunov函数,证明了该系统无病平衡点和地方病平衡点的全局

稳定性;最后用数值模拟验证了结论的正确性.
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Abstract:Tostudytheeffectsofquarantineperiodoninfectiousdiseases,anoveldelayedepidemicmodel
withquarantineonscale-freenetworkshasbeenproposed.Andthebasicreproductionnumber,whichis
independentoftimedelay,beenpresented.ByconstructingappropriateLyapunovfunctions,theglobal
stabilityofdisease-freeequilibriumandendemicequilibriumhasbeeninvestigated.Andnumericalsimula-
tionsbeenperformedtoverifythecorrectnessofthemainresults.
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传染病历来是危害人类健康的大敌,为了遏制疾病传播,许多学者通过建立数学模型来研究其传播过

程,其中主要使用的是“仓室”(Compartment)模型.1927年,文献[1]建立了著名的SIR传染病仓室模型.
其后,经过许多学者的不断研究,建立了适用不同疾病的传染病模型,如SIS[2],SEIR[3],SEIRS[4]等.

遏制疾病的传播,我们通常采用疫苗接种和隔离两种方法.但是针对新出现的传染病,疫苗的研发和

生产往往需要很长时间,因此在疾病传播初期最为有效的方法就是对人群进行隔离[5].1995年,文献[6]首
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次在传染病模型中考虑隔离的影响,建立了SIQR模型;2002年,文献[7]在随机网络传染病模型中加入隔

离项,建立并研究了SIQS传染病模型.上述研究都是基于随机网络研究的,其特点是每个个体是均匀接触的.
然而,文献[8]发现现实中大多数网络的节点分布符合无标度性(异质性),也就是服从幂律分布

p(k)=Ck-γ(2<γ≤3),因此基于异质复杂网络来建立模型就更加贴合实际.2001年,文献[9]首次在无

标度网络上对一类SIS传染病模型进行了研究.此后,许多学者开始研究复杂网络上的传染病动力学.另一

方面,现实中许多传染病当前的传播状态会受到过去状态的影响,因此,建立时滞传染病模型就更具有现

实意义,其中时滞可以用来描述病人的平均感染周期、潜伏周期、免疫周期和隔离周期等[10].近期许多学

者将网络的无标度性和时滞结合在一起研究传染病模型,取得了丰富成果.2012年,文献[11]建立了时滞

SEIRS网络传染病模型,其中时滞代表平均免疫周期.2018年,文献[12]建立并研究了时滞SEIR网络传染

病模型,其时滞代表疾病的平均潜伏周期.2019年,文献[13]研究了复杂网络上一类新的时滞SIS模型,其

时滞代表病人的平均感染周期.但是鲜有人在网络上用时滞表示隔离周期来建立数学模型对传染病动力学

性态进行研究.
根据以上分析,本文基于无标度网络建立一类新的具有时滞的SIQR传染病模型,其中时滞代表平均

隔离周期.通过泛函微分方程稳定性理论,研究了该模型的动力学行为,得到疾病传播的基本再生数,分析

了平衡点的全局稳定性,并通过数值模拟验证了研究结果的正确性.

1 模型建立

假设总人群的接触网络是一个无标度网络,一个节点表示一个人,网络上的连边表示人与人之间的接

触.我们作如下假设:

1)整个网络的出生率和自然死亡率分别为A 和d,并且出生的个体都为易感染者.依据文献[14],添

加和删除节点和边在网络中只占很小的比例,对网络结构的改变很小,因此可以假设网络上的总节点数N
是不变的,是静态的,也就是A=d.
2)网络上的人分为4类:易感染者S(Susceptible)、感染者I(Infected)、隔离者Q(Quarantine)、恢复

者R(Recovered).令Sk(t),Ik(t),Qk(t)和Rk(t)分别代表度为k的易感染者、感染者、隔离者和恢复者在

t时刻的相对密度.标准化后,Sk(t)+Ik(t)+Qk(t)+Rk(t)=1.
3)每个易感染者S都有概率λ(k)(与节点的度k有关)被感染者感染,成为感染者I.感染者I有概率

δ被隔离,成为隔离者Q.感染者I同时有概率γ 恢复健康,成为恢复者R.隔离者Q 经过τ时间的隔离治

疗后,成为恢复者R.

图1 时滞SIQR模型的仓室框图

基于以上假设,可建立SIQR模型的仓室框图(图1),对应的微分方程系统如下:

dSk(t)
dt =A-λ(k)Sk(t)Θ(t)-dSk(t)

dIk(t)
dt =λ(k)Sk(t)Θ(t)-(γ+δ+d)Ik(t)

dQk(t)
dt =δIk(t)-δIk(t-τ)e-τd -dQk(t)

dRk(t)
dt =δIk(t-τ)e-τd +γIk(t)-dRk(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
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ï
ï
ï
ï
ï

(1)
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其中λ(k)为感染率,其形式一般有如下两种[14]:λk,λc(k).Θ(t)代表一个度为k的易感染者每次接触感

染者的概率[14],其形式如下:

Θ(t)=
1
<k>∑

n

k=1
φ(k)p(k)Ik(t) (2)

其中p(k)是网络的度分布;<k>=∑
n

k=1kp(k)是网络的平均度;φ(k)=akα·(1+bkα)-1 是度为k的感

染者的非线性传染系数,其参数0≤c≤1,a>0,b≥0.
给出系统(1)的初始条件

Sk(η)=φk
1(η),Ik(η)=φk

2(η),Qk(η)=φk
3(η),Rk(η)=φk

4(η) (3)

其中

φk
i(η)≥0(η∈ [-τ,0],i=1,2,3,4,k=1,2,…,n)

 由泛函微分方程的基本理论[18]易知在初始条件(3)下,系统(1)存在唯一解,并且当t≥0时,系统(1)

存在唯一正解.同时,不难得出区域Ω 是系统(1)的正向不变集,本文将在Ω 内讨论系统(1)的性态.

Ω= (S1,I1,Q1,R1,…,Sn,In,Qn,Rn)∈R4n+:0≤Sk,Ik,Qk,Rk ≤
A
d =1,k=1,2,…,n{ } (4)

2 模型动力学分析

建立模型后,需得出疾病的基本再生数R0
[18],即单位病程内一个病人所传染的人数.当R0<1时,一

个病人在单位病程能传染的人数小于1,疾病将自然消失,不会流行;当R0>1时,一个病人在单位病程能

传染的人数大于1,疾病将持久存在,成为流行病.
定理1 令

R0=
A<λ(k)φ(k)>

d<k>(γ+δ+d)

其中<λ(k)φ(k)>=∑
n

k=1λ(k)φ(k)p(k),则以下结论成立:

1)系统存在无病平衡点E0

E0=(S0
1,I01,Q0

1,R0
1,S0

2,I02,Q0
2,R0

2,…,S0
k,I0k,Q0

k,R0
k,…,S0

n,I0n,Q0
n,R0

n)

其中S0
k =

A
d
,I0k =0,Q0

k =0,R0
k =0,k=1,2,3,…,n.

2)当R0 >0时,系统(1)存在地方病平衡点E*

E* = (S*
1,I*

1,Q*
1,R*

1,S*
2,I*

2,Q*
2,R*

2,…,S*
k ,I*

k ,Q*
k ,R*

k ,…,S*
n ,I*

n ,Q*
n ,R*

n),k=1,2,3,…,n

 证  由系统(1)中的方程组,不难得出系统(1)始终存在无病平衡点E0

E0=(S0
1,I01,Q0

1,R0
1,S0

2,I02,Q0
2,R0

2,…,S0
k,I0k,Q0

k,R0
k,…,S0

n,I0n,Q0
n,R0

n)=

A
d
,0,0,0,Ad

,0,0,0,…,Ad
,0,0,0,…,Ad

,0,0,0æ

è
ç

ö

ø
÷

接下来,假设系统存在地方病平衡点E*,

E* =(S*
1 ,I*

1 ,Q*
1 ,R*

1 ,S*
2 ,I*

2 ,Q*
2 ,R*

2 ,…,S*
k ,I*

k ,Q*
k ,R*

k ,…,S*
n ,I*

n ,Q*
n ,R*

n )

则E* 满足系统(1)

A-λ(k)S*
kΘ* -dS*

k =0

λ(k)S*
kΘ* -(γ+δ+d)I*

k =0

δI*
k -δI*

ke-τd -dQ*
k =0

δI*
ke-τd +γI*

k -dR*
k =0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(5)

其中,

03 西南师范大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn    第47卷



Θ* =
1
<k>∑

n

k=1
φ(k)p(k)I*

k (6)

解方程组(5),得到

S*
k =

A
λ(k)Θ* +d

,I*
k =

Aλ(k)Θ*

(λ(k)Θ* +d)(γ+δ+d)
,

Q*
k =

Aλ(k)Θ*δ(1-e-τd)
d(λ(k)Θ* +d)(γ+δ+d)

,R*
k =

Aλ(k)Θ*(δe-τd +γ)
d(λ(k)Θ* +d)(γ+δ+d)

(7)

将I*
k 带入(6)式,得到

Θ* =
1
<k>∑

n

k=1
φ(k)p(k)

Aλ(k)Θ*

(λ(k)Θ* +d)(γ+δ+d)
(8)

显然,Θ* =0是平凡解.当Θ* ≠0时对(8)式两边同除以Θ*,研究函数

f(Θ*)=1-
1
<k>∑

n

k=1
φ(k)p(k)

Aλ(k)
(λ(k)Θ* +d)(γ+δ+d)

注意到f
·
(Θ*)>0,且lim

Θ→+∞
f(Θ)=1.根据零点定理,如下条件成立时,方程f(Θ)=0存在唯一正解,

f(0)=1-
1
<k>∑

n

k=1
φ(k)p(k)

Aλ(k)
d(γ+δ+d)<0

因此,我们定义基本再生数R0 如下

R0=
A<λ(k)φ(k)>

d<k>(γ+δ+d)

综合上述分析,当R0 >1时,系统(1)存在地方病平衡点E*.
注1 由R0 的表达式得出,R0 与出生率A,感染率λ(k)和非线性传染系数φ(k)正相关,与死亡率

d,恢复率γ 和隔离率δ 负相关.
注2 由(7)中正平衡点的表达式,不难看出τ不影响I*

k 和S*
k 的值,而影响Q*

k 和R*
k 的值.也就是

说,隔离周期的长短影响隔离者和恢复者的最终人数.Q*
k 随着τ 的增大而增大,R*

k 随着τ 的增大而减小.
定理2 当R0 <1时,系统(1)的无病平衡点E0 全局渐近稳定.

证  由(4)式知,0≤Sk(t)≤
A
d
,定义Lyapunov函数

V(t)=
Θ(t)

γ+δ+d
计算V(t)沿系统(1)的导数可得

V
·
(t)=

1
<k>(γ+δ+d)∑

n

k=1
φ(k)p(k)[λ(k)Sk(t)Θ(t)-(γ+δ+d)Ik(t)]≤

1
<k>(γ+δ+d)∑

n

k=1
φ(k)p(k)λ(k)Θ(t)

A
d -(γ+δ+d)Ik(t)

é

ë
êê

ù

û
úú=

Θ(t) A<λ(k)φ(k)>
d<k>(γ+δ+d)-1
é

ë
êê

ù

û
úú=

Θ(t)(R0-1)

因此,当R0<1时,有V
·
(t)∣(1)≤0.并且,当且仅当Ik(t)=0时,V

·
(t)∣(1)=0,根据(1)式得lim

t→+∞
Sk(t)=

1,lim
t→+∞

Qk(t)=0,lim
t→+∞

Rk(t)=0.根据LaSalle不变集原理[20],系统(1)的无病平衡点E0 是全局渐近稳定的.

定理3 当R0 >1时,系统(1)的地方病平衡点E* 全局渐近稳定.
证  注意到,系统(1)中的前两个方程不涉及Q(t)和R(t),由此,只需考虑如下系统:
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S
·

k(t)=A-∑
n

l=1
βklSk(t)Il(t)-dSk(t)

I
·

k(t)=∑
n

l=1
βklSk(t)Il(t)-(γ+δ+d)Ik(t)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(9)

其中

βkl =
λ(k)φ(l)p(l)

<k>
,l=1,2,…,n

联合(9)式和(5)式,得到

S
·

k(t)=∑
n

l=1
βklS*

kI*
l -∑

n

l=1
βklSk(t)Il(t)-d(Sk(t)-S*

k )

I
·

k(t)=∑
n

l=1
βklSk(t)Il(t)-∑

n

l=1
βklS*

kI*
l
Ik(t)
I*

k

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

考虑如下函数

U(t)=Sk(t)-S*
k -S*

kln
Sk(t)
S*

k
+Ik(t)-I*

k -I*
kln

Ik(t)
I*

k
(10)

U(t)沿系统(9)求导,得

U
·
(t)= 1-

S*
k

Sk(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷S
·

k(t)+ 1-
I*

k

Ik(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷I
·

k(t)=

-d
(Sk(t)-S*

k )2

S*
k

+∑
n

l=1
βklS*

kI*
l 2-

S*
k

Sk(t)+
Il(t)
I*

l
-

I*
k

Ik(t)-
I*

kSk(t)Ik(t)
Ik(t)S*

kI*
k

é

ë
êê

ù

û
úú ≤

∑
n

l=1
βklS*

kI*
l 2-

S*
k

Sk(t)+
Il(t)
I*

l
-

I*
k

Ik(t)-
I*

kSk(t)Ik(t)
Ik(t)S*

kI*
k

é

ë
êê

ù

û
úú (11)

定义函数

H(x)=-x+lnx,G(x)=x-1-lnx
注意到当x >0时,G(x)≥0,当且仅当x=1时,等号成立.则(11)式可化为

∑
n

l=1
βklS*

kI*
l 2-

S*
k

Sk(t)+
Il(t)
I*

l
-

I*
k

Ik(t)-
I*

kSk(t)Ik(t)
Ik(t)S*

kI*
k

é

ë
êê

ù

û
úú=

∑
n

l=1
βklS*

kI*
l H

Ik(t)
I*

k

æ

è
ç

ö

ø
÷-H

Il(t)
I*

l

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷-G S*

k

Sk(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷-G

Sk(t)Il(t)I*
k

S*
kllI*

k

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≤

∑
n

l=1
βklS*

kI*
l H

Ik(t)
I*

k

æ

è
ç

ö

ø
÷-H

Il(t)
I*

l

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú (12)

考虑如下两个矩阵

B=

β11S*
mI*

l β21S*
2I*

1 … βn1S*
nI*

1

β12S*
1I*

2 β22S*
2I*

l … βn2S*
nI*

2

… … ⋱ …

β1nS*
1I*

n β2nS*
2I*

n … βnls*
nI*

l

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

B=

∑
l≠1

β1lS*
mI*

l -β21S*
2I*

1 … -βn1S*
nI*

1

-β12S*
1I*

2 ∑
l≠2

β2lS*
2I*

l … -βn2S*
nI*

2

… … ⋱ …

-β1nS*
1I*

n -β2nS*
2I*

n … ∑
l≠n

βnlS*
nI*

l

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

因为矩阵B 是一个不可约矩阵,B 是B 的Laplacian矩阵,根据文献[21]的结论,B 也是不可约矩阵.则线
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性系统Bv=0,存在正解

v=(v1,v2,…,vn)=(C11,C22,…,Cnn)

其中Ckk 是矩阵B 的第k个对角线元素,k=1,2,3,…,n.由此得到

∑
n

l=1
vlβlkS*

lI*
k =vk∑

n

l=1
βklS*

kI*
l    k=1,2,…,n

即

∑
n

k=1
vk∑

n

l=1
βklS*

kI*
l H

Ik(t)
I*

k

æ

è
ç

ö

ø
÷-H

Il(t)
I*

l

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=0 (13)

现在定义Lyapunov函数

V(t)=∑
n

k=1
vkU(t)

根据(11),(12)和(13)式,得到V
·
(t)∣(1)≤0.当且仅当Sk(t)=S*

k 和Ik(t)=I*
k 时,等号成立,同时由

(1)式得lim
t→+∞

Qk(t)=Q*
k ,lim

t→+∞
Rk(t)=R*

k .根据LaSalle不变集原理[20],系统(1)的地方病平衡点E*
k 是全

局渐进稳定的.
注3 当A=0,d=0,λ(k)=λk,φ(k)=k,并取时滞τ=ε-1,时滞微分系统(1)简化为文献[22]中

的常微分系统(1).此时基本再生数的表达式R0=λ<k2>·[<k>(γ+δ)]-1,结论与文献[22]一致.

3 数值模拟

为验证结论的正确性,我们对模型(1)进行数值模拟.取节点最大度值n=200,最小度值m=1,总节

点数N =20000.网络上的度分布符合幂律分布p(k)=Ck-γ(2<γ≤3),其中γ=2.5,经过计算,节点

度为1~200的截断误差为0.04%,在合理范围之内.取C≈0.7455以满足∑
n

k=mp(k)=1.非线性传染

系数φ(k)=akα·(1+bkα)-1,取a=0.5,α=0.75,b=0.02,感染率λ(k)=λk.

令I(t)=∑
n

k=mp(k)Ik(t),表示感染者的平均密度,类似地,S(t),Q(t),R(t)分别代表易感染者、

隔离者、恢复者的平均密度.取初始值如下:I5(η)=0.1,I6(η)=0.1,Ik(η)=0,k≠5,6.
取λ=0.1,A=0.1,d=0.1,τ=3,δ=0.1,γ=0.03,则R0≈0.7741<1.I40(t),I80(t),I120(t),

I160(t)和I(t)随时间t的变化趋势见图2,可以看出当R0 <1时,疾病逐渐消失.取λ=0.2,A=0.1,

d=0.1,τ=3,δ=0.1,γ=0.03,则R0 ≈1.5482>1.I40(t),I80(t),I120(t),I160(t)和I(t)随时间t
的变化趋势见图3,可以看出当R0>1时,疾病持续存在,并且逐渐趋向到一个稳定值.图2和图3分别验

证了定理2和定理3.

图2 R0 <1时不同度值的

感染者随时间t的变化趋势

图3 R0 >1时不同度值的

感染者随时间t的变化趋势
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  最后,我们进行参数敏感性分析,用PRCC(偏秩相关系数)检测基本再生数R0对于参数的依赖性.取
样本空间n=1200,计算6个影响R0 参数的PRCC 值.如图4所示,λ和A 对R0 有正影响,d,γ,δ对R0

负影响,而R0对τ不敏感.图4验证了注1中对R0表达式的说明.因此,增大隔离率δ,提高恢复率γ,降

低感染率λ 可以控制疾病传播.

图4 R0 关于不同参数的PRCC 值

4 结论

为了研究隔离周期对传染病的影响,本文基于无标度网络建立了具有时滞的SIQR传染病模型,其中

时滞代表平均隔离周期.通过微分方程定性与稳定性理论,得到了疾病传播的基本再生数.通过构造

Lyapunov函数,证明了当R0<1时,无病平衡点是全局渐近稳定的;当R0>1时,地方病平衡点是全局

渐近稳定的.最后,对模型进行数值模拟,验证了结论的正确性,并对不同参数进行了敏感性分析.研究结

果表明隔离周期的长短不影响易感染者和感染者的最终人数,但是影响隔离者和恢复者的最终人数.基于

R0的表达式以及不同参数的PRCC值,得出控制疾病传播的有效方法为增大隔离率,提高恢复率和降低感

染率.
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