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基于L曲线方法的Lasso正则化参数选择①
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摘要:大数据背景下,基于罚函数的正则化方法是高维数据变量选择的重要方法.Lasso估计是常用的变量选择方

法,而Lasso正则化参数的取值直接影响选择模型的性能,是正则化方法成败的关键.针对Lasso估计,提出一种

新的L曲线(LC)准则选择正则化参数.数值模拟和实际应用表明:相比CV,GCV,BIC等准则,LC准则能够以较

高的概率选择真实的模型,并且具有较小的模型误差.
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Abstract:Inthebackgroundofbigdata,theregularizationmethodbasedonthepenaltyfunctionisvital
forvariablesselectionofhigh-dimensionaldata.Lassoisacommonmethodforvariableselection.Theval-
ueofLassoregularizationparametersdirectlyaffectstheperformanceoftheselectionmodel,whichisthe
keytotheregularizationmethod.AimingatLasso,theL-curvecriterionfortheselectionofregularization
parametershasbeenmodified,andthenewLCcriterionbeenproposed.Throughdatasimulationandprac-
ticalapplication,comparedwithCV,GCV,BICandothercriteria,theLCcriterioncanselectarealmodel
withahigherprobabilityandhasasmallermodelerror.
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大数据时代已经到来,“数据”贯穿了生活的方方面面,在各行各业中都起着举足轻重的作用.各个领

域为了挖掘潜藏的数据价值,对已有数据进行分析建模,但同时也面临着真实场景过于复杂,易出现高维

数据的情况.在变量维数p远大于样本量n的情况下,传统低维统计分析方法往往显得力不从心.首先模型

的准确性难以得到保证,其次在解释变量大量增加的情况下,模型对于问题的可解释性变差,分析的焦点
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被模糊,并且在高维变量情况下,模型的复杂度提高,计算量增加,存在一定的求解困难.因此,在建模过

程中,变量选择显得尤为重要.
高维数据变量选择最常用的方法是基于罚函数的正则化方法[1],它可以同时进行变量选择和参数估

计.稀疏正则化方法的一般框架为

min
β

l(β)+n∑
p

j=1
pλ(|βj|){ } (1)

其中:l(β)为损失函数,pλ(·)为罚函数,λ 为正则化参数.常用的正则化方法有 Lasso[2],adaptive

Lasso[3],relaxedLasso[4],SCAD[5],MCP[6]等.在实际应用中,上述方法的正则化参数λ的调节是非常重要

的,正则化参数λ 的选择决定了模型的性能.目前常采用CV(交叉验证)[7],GCV(广义交叉验证)[8],

AIC(赤池信息准则)[9],BIC(贝叶斯信息准则)[8]等多种准则选择正则化参数λ,但是每种方法都有各自的

优缺点.CV方法的预测误差小,但计算量庞大,而且没有完整理论推导,且解释性较差.GCV方法容易产

生过拟合现象[8],从而不满足变量选择的一致性要求.AIC准则可以权衡估计模型的复杂度和模型拟合数

据的优良性,但也易出现过拟合现象.BIC准则选择的模型更加接近于真实模型,但是它只考虑了变量选

择,参数估计的效果不一定好.Hansen[10]针对岭回归问题提出最优化参数选择的L曲线法.L曲线方法简

单易行,不受模型误差方差的影响,但L曲线方法不一定适用于Lasso正则化参数的选择.
鉴于以上原因,本文运用L曲线的思想,提出一种新的L曲线准则(LC)选择Lasso正则化参数.通过

数值模拟,比较CV,GCV,BIC与LC在Lasso方法中模型选择和参数估计的效果.最后将该方法运用在实

际数据中,分析探讨2019年186个国家经济自由指数的影响因素.

1 Lasso估计原理与方法

1.1 Lasso估计

考虑线性模型:

y=Xβ+σε (2)
其中:y=(y1,y2,…,yn)T 为响应变量;X=[x1,x2,…,xp]∈Rn×p 为解释变量所组成的样本数据,

xj =(x1j,x2j,…,xnj)T,j=1,2,…,p 为解释变量;β=(β1,β2,…,βp)T 为线性方程的回归系数;ε=
(ε1,ε2,…,εn)T 为随机误差,并且εi 服从均值为0,方差为1的独立同分布.

1996年,文献[2]提出了Lasso方法,通过对回归系数的L1 范数进行惩罚来压缩回归系数,并使绝对

值较小的回归系数被自动压缩为0,从而同时实现参数估计和变量选择,基于线性回归的Lasso模型为

β
∧

=argmin
β∈Rp

1
2n‖y-Xβ‖22+λ·‖β‖1 (3)

其中:λ ≥0为正则化参数,‖·‖2 表示L2 范数,‖β‖1=∑
p

p=1
|βp|为L1 范数.Lasso正则化方法对应

的优化问题是凸优化问题,具有稀疏解.
1.2 参数选择方法

正则化参数λ 的选择决定了模型的性能,因此参数λ 的选择至关重要.目前Lasso方法常通过CV,

GCV,AIC,BIC等多种方法来确定参数.
1)CV方法是一种无假设,可以直接进行参数估计的变量选择的方法.其思想是在给定样本中,拿出大

部分样本进行建模(训练集),留小部分样本用建立的模型进行预测(测试集),并计算小部分样本的预测误

差,记录误差平方和.它的优点是预测误差小,但是计算量庞大,而且没有完整的理论依据推导,解释性较

差.CV方法的公式如下:

ICV=
1
n∑

n

k=1

(yi-μ
∧

-k
λ (Xk))2 (4)

 2)GCV计算过程简单,GCV具体形式为
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IGCV=
‖y-Xβλ

∧

‖2

n1-
f
∧

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(5)

其中f
∧

是由下式给出的广义自由度:

f
∧

=tr{X(XT+n∑λ)TXT}

且∑λ=diag
p'λ(|β

∧

1|)

|β
∧

1|
,…,p'λ(|β

∧

p|)

|β
∧

p|{ } .∑λ 的对角元素是罚函数pλ(·)的局部二次逼近中的二次

项系数.
但文献[8]指出GCV方法容易产生过拟合现象,即在参数选择时,λ 容易过小,则非零β 数量就会过

多,造成模型的过拟合,从而不满足变量选择的一致性要求.
3)基于BIC准则的正则化参数选择大致对应于在适当的贝叶斯公式中最大化选择真实模型的后验概

率,BIC准则定义如下:

IBIC=log
‖y-Xβλ

∧

‖2
n

æ

è
ç

ö

ø
÷+
logn
n
·f

∧
(6)

理论上已经证明BIC准则满足模型选择的一致性要求,由BIC准则选择的模型更加接近于真实模型,但是

它只考虑了变量选择,参数估计的效果不一定好.在高维情形下的BIC准则可见文献[10].

2 基于LC准则的正则化参数选择

2.1 岭回归中的L曲线准则

岭回归模型[11]为:

β
∧

=argmin
β∈Rp

1
2n‖y-Xβ‖22+λ·‖β‖22 (7)

其中λ≥0为正则化参数.岭估计的罚函数是L2范数,不能把系数压缩到零,因此不能产生稀疏解.岭参数

的选择会在很大程度上影响估计的结果.
文献[12]提出了一种新方法,通过观察由点构成的曲线确定岭回归中的岭参数.其中横坐标为λi(i=

1,…,l,l表示预先给定的个数)点处的损失函数 ‖y-Xβ‖22 的对数值,纵坐标表示λi 点处的罚函数值

‖β‖22 的对数值.通过奇异值分解方法分析了该曲线的所有性质,并指出该曲线上曲率最大的点对应的正

则化参数λi 即为最优正则化参数,曲率最大的点记为L-corner.由于曲线呈现为L形,因此Hansen将这种

由残差范数和解范数为坐标点构成的曲线来寻找最优正则化参数的方法称之为L曲线准则.文献[13]讨论

了是否对横纵坐标取对数.文献[14]介绍了L-corner的数值解法,当选择的正则化方法的正则化参数连续

变动时,由残差范数和解范数为坐标构成的L曲线是光滑的,可能是二次可微的,那么L-corner就位于L
曲线曲率κ(λ)最大处,L-corner处对应的λ0 即是最优正则化参数的值.曲率κ(λ)计算公式[14]为:

κ(λ)= ρ'η″-ρ″η'
((ρ')2+(ρ')2)

3
2

(8)

其中:ρ 表示残差范数,η 表示解范数,'表示对参数λ 求导.
2.2 Lasso中的L曲线准则

本文试运用L曲线准则在Lasso方法中确定最优正则化参数.考虑最优化问题(3),构造以(‖y-
Xβ‖22,‖β‖1)为坐标点的曲线,其中横坐标为λi 点处的损失函数‖y-Xβ‖22的值,纵坐标表示λi 点处

的罚函数值 ‖β‖1 的值.找出该曲线的L-corner,该点的正则化参数λi 即为最优参数.但通过多组不同的

数据进行仿真模拟,以(‖y-Xβ‖22,‖β‖1)为坐标点绘制曲线,发现不容易找到曲线拐点(图1).因此

可以认为,对于Lasso正则化方法而言,L曲线准则不容易找出最优的正则化参数λ0.
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图1 Lasso正则化的L曲线

鉴于此,本文提出一种适合Lasso正则化参数选择的新L曲线准则.所谓L曲线准则,是指由坐标为

(‖y-Xβ‖22,d0·‖β‖1)的点构成的光滑曲线,每一个坐标点对应一个正则化参数λi,其中d0 表示

Lasso估计中非零参数的个数.值得注意的是,以(‖y-Xβ‖22,d0·‖β‖1)为坐标的点构成的光滑曲线

为L形状(图2).当 ‖y-Xβ‖22 与d0·‖β‖1 同时取得最小值(曲率最大)时的点即为L-corner,对应的

λ0 即为最优正则化参数.L-corner的数值解法与岭回归中L曲线准则相同,详情见文献[14],此处不再

阐述.

图2 Lasso正则化L曲线

3 数值模拟与实际应用

3.1 数值模拟

本节通过数值模拟,来比较在CV,GCV,BIC,LC下通过Lasso正则化方法进行变量选择以及参数估

计.
考虑线性模型(2),取σ=1,2,样本与变量数分别取n=100,200,p=12,20,200,500形成多组随机模

拟数据,且β=(3,1,5,0,0,2,0,0,…)T1×p,xi 和xj 之间的相关系数为cor(j1,j2)=0.5|j1-j2|.在算法上,

Lasso估计采用ADMM算法[15],分别通过CV,GCV,BIC,LC选择正则化参数.重复进行100次模拟实验,
模拟结果如表1(低维情形)和表2(高维情形)所示.

为比较估计精确性,需计算模型误差

ME(μ
∧
)=(β

∧

-β)TE(XXT)(β
∧

-β) (9)

 通过多次的重复试验,用以下指标来评价不同参数选择方法下Lasso估计的模型性能.“MME”表示模

型误差ME 的中位数;“SD”表示模型误差ME 的标准差;“C”表示100次重复实验中非零系数被正确估计

为非零个数的均值;“IC”表示100次重复实验中零系数被错误估计为非零个数的均值;“Underfit”表示欠

拟合,即在100次模拟实验中将非零系数错误估计为零的比例;“Correctfit”表示正确拟合,即在100次模
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拟实验中将非零系数正确估计为非零的比例;“Overfit”表示过拟合,即100次模拟实验中选择了所有重要

变量并且包含了非零系数的比例.
表1和表2分别展示了低维数据和高维数据两种情况,在不同的随机误差水平下,运用多种变量选择

的方法进行Lasso估计.从参数估计误差角度来看,Lasso估计在LC准则下误差比CV方法选择的模型误差

小,但是比BIC准则选择的模型误差大,即Lasso估计在LC准则下参数估计的效果介于CV方法和BIC准

则之间.从模型的稀疏性角度来看,Lasso估计在LC准则下选择模型较CV,GCV,BIC具有更高的正确拟合

比例,具有更低的过拟合比例,即LC准则下的Lasso估计能够选择较稀疏的模型.从变量选择的一致性角

度来看,Lasso估计在LC准则下的系数估计效果比CV,GCV,BIC都好,即LC准则下Lasso估计所选择的

变量的一致性较好.
表1 低维数据模拟

σ (n,p) 准则 MME SD C IC Underfit Correctfit Overfit

1

n=100,p=12

CV 0.1735 0.1217 3.00 0.55 0.00 0.59 0.41
GCV 0.0731 0.0508 3.00 3.06 0.00 0.08 0.92
BIC 0.0713 0.0600 3.00 1.06 0.00 0.38 0.62
LC 0.1264 0.1633 3.00 0.13 0.00 0.87 0.13

n=100,p=20

CV 0.1987 0.1103 3.00 0.57 0.00 0.65 0.35
GCV 0.0936 0.0675 3.00 4.23 0.00 0.12 0.88
BIC 0.0915 0.0699 3.00 1.15 0.00 0.43 0.57
MLC 0.1517 0.1694 3.00 0.06 0.00 0.94 0.06

n=200,p=20

CV 0.1338 0.0569 3.00 0.44 0.00 0.70 0.30
GCV 0.0428 0.0285 3.00 3.25 0.00 0.10 0.90
BIC 0.0453 0.0364 3.00 0.93 0.00 0.43 0.57
LC 0.0813 0.0889 3.00 0.02 0.00 0.98 0.02

2

n=100,p=12

CV 0.6658 0.4232 3.00 0.45 0.00 0.66 0.34
GCV 0.2720 0.2180 3.00 2.38 0.00 0.18 0.82
BIC 0.2666 0.2180 3.00 0.92 0.00 0.39 0.61
LC 0.4428 0.9152 3.00 0.02 0.00 0.98 0.02

n=100,p=20

CV 0.7725 0.3970 3.00 0.64 0.00 0.56 0.44
GCV 0.3081 0.2544 3.00 3.68 0.00 0.11 0.89
BIC 0.3370 0.2484 3.00 1.16 0.00 0.40 0.60
LC 0.5902 1.2608 2.98 0.02 0.02 0.96 0.02

n=200,p=20

CV 0.4616 0.2280 3.00 0.36 0.00 0.69 0.31
GCV 0.1722 0.1291 3.00 3.89 0.00 0.15 0.85
BIC 0.1664 0.1194 3.00 0.91 0.00 0.43 0.57
LC 0.2553 0.4274 3.00 0.02 0.00 0.98 0.02

表2 高维数据模拟

σ (n,p) 准则 MME SD C IC Underfit Correctfit Overfit

1

n=100,p=200
CV 0.2735 0.1228 3.00 1.55 0.00 0.51 0.49
BIC 0.2370 0.1071 3.00 0.44 0.00 0.63 0.37
LC 0.2685 0.1450 3.00 0.09 0.00 0.91 0.09

n=200,p=500
CV 0.1850 0.0722 3.00 0.74 0.00 0.69 0.31
BIC 0.1165 0.0569 3.00 0.44 0.00 0.67 0.33
LC 0.1387 0.0963 3.00 0.00 0.00 1.00 0.00

n=400,p=1000
CV 0.1065 0.0402 3.00 0.48 0.00 0.80 0.20
BIC 0.0639 0.0282 3.00 0.16 0.00 0.85 0.15
LC 0.0712 0.0484 3.00 0.00 0.00 1.00 0.00
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 续表2

σ (n,p) 准则 MME SD C IC Underfit Correctfit Overfit

2

n=100,p=200
CV 1.1772 0.5554 3.00 1.48 0.00 0.49 0.51
BIC 0.8944 0.5445 3.00 0.45 0.00 0.64 0.36
LC 1.1095 1.3110 2.98 0.03 0.02 0.95 0.03

n=200,p=500
CV 0.6655 0.3096 3.00 1.03 0.00 0.67 0.33
BIC 0.4738 0.2520 3.00 0.28 0.00 0.78 0.22
LC 0.5653 0.4051 3.00 0.00 0.00 1.00 0.00

n=400,p=1000
CV 0.4316 0.1662 3.00 0.97 0.00 0.80 0.20
BIC 0.2685 0.1232 3.00 0.22 0.00 0.81 0.19
LC 0.3132 0.1410 3.00 0.00 0.00 1.00 0.00

3.2 实例分析

本节在kaggle平台下载2019年世界186个国家的经济自由指数的相关数据,该数据集共有13个变量,
涵盖186个国家的12项自由指标,从财产权到财务自由,分别为:财产权X1;司法效力X2;政府诚信X3;
税收负担X4;政府支出X5;财政健康X6;商业自由X7;劳工自由X8;货币自由X9;贸易自由X10;投资

自由X11;财务自由X12;经济自由指数Y.对数据进行缺失值和异常值处理,剩下173个国家的样本数据.
把经济自由指数作为响应变量,其余12个变量作为解释变量,进行实例分析建模.

通过分析,从表3可以看出,经济自由指数与其余各因素呈现较强的线性关系,即有线性模型:

yi=∑
12

j=1
xijβj +εi,i=0,1,…,173 (10)

其中:yi 表示第i个国家的经济自由指数(得分),xij 为第i个国家的第j个变量,εi 是均值为0,方差为σ2

的随机误差项.
表3 线性模型结果

变量 估计 标准差 T 值 Pr(>|t|)

β1 8.40E-02 3.26E-04 257.971 <2E-16***

β2 8.30E-02 3.01E-04 275.615 <2E-16***

β3 8.34E-02 3.03E-04 275.202 <2E-16***

β4 8.33E-02 2.29E-04 363.631 <2E-16***

β5 8.35E-02 1.35E-04 620.092 <2E-16***

β6 8.33E-02 8.17E-05 1018.977 <2E-16***

β7 8.35E-02 2.70E-04 309.680 <2E-16***

β8 8.33E-02 1.95E-04 427.345 <2E-16***

β9 8.30E-02 3.03E-04 273.902 <2E-16***

β10 8.31E-02 3.24E-04 256.286 <2E-16***

β11 8.31E-02 1.99E-04 417.092 <2E-16***

β12 8.34E-02 2.35E-04 354.345 <2E-16***

Intercept 7.07E-06 1.18E-05 0.597 0.552

  注:***表示极其显著.

利用OLS(最小二乘估计),CV,GCV,BIC和LC下的Lasso估计对该数据进行分析.变量选择结果如

表4所示.从变量选择的数量来看,最小二乘估计 (OLS)选择了所有的变量,CV下的Lasso罚估计也选

择了全部12个变量,没有达到变量选择的目的;GCV和BIC准则下的Lasso估计分别选择了11个和12
个变量;通过LC准则的Lasso罚估计选择了3个重要变量,分别为X3,X4,X5,模型也更为稀疏.

4 结论

本文讨论了Lasso正则化方法在变量选择和参数估计中的应用,针对Lasso正则化提出了LC准则,
从而更好地确定在不同数据情况下的最优正则化参数.数据模拟和实际应用的结果都表明,Lasso估计在
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LC准则下能够选择较稀疏的模型,且有较高的概率选择与真实情况相吻合的模型,模型选择效果好.另外

LC准则下的模型的误差较小,参数估计效果好.本文的LC准则同样可以推广到非线性模型中.
表4 不同方法下的参数估计结果

变量 OLS CV GCV BIC LC

β1 13.1369 4.9425 12.9830 11.6391 0.0000

β2 3.8240 4.1625 3.8151 3.5880 0.0000

β3 1.8966 3.4374 2.0315 2.5503 5.8731

β4 -5.3361 5.5017 -5.2027 -5.1660 -2.7273

β5 1.2799 5.1022 1.0198 0.0000 -1.4976

β6 6.6937 5.9728 6.6615 6.4165 0.0000

β7 0.4694 5.4187 0.0000 0.0000 0.0000

β8 3.8436 4.9878 3.6177 2.2206 0.0000

β9 -19.9851 5.8230 -19.5113 -17.3887 0.0000

β10 -16.9149 5.8769 -16.3140 -13.7974 0.0000

β11 6.1787 4.8653 5.9834 5.0238 0.0000

β12 7.7168 4.5235 7.6962 7.5626 0.0000
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