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箭图表示的绝对Clean性质①
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摘要:设Rep(Q,M)是线性箭图Q=(· →· →… →·)的模表示范畴,其中 M表示左R 模范畴.本文研究

并刻画了表示范畴Rep(Q,M)中的n有限表现表示与绝对Clean表示.
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AbsolutelyCleannessofQuiverRepresentations
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Abstract:LetRep(Q,M)bethecategoryofrepresentationsofthelinearquiverQ=(· →· →… →·).
WhereMdenotesthecategoryofleftR-modules.Inthepaper,thefinitelyn-presentedrepresentationsand
absolutelyCleanrepresentationsinRep(Q,M)havemainlybeenstudiedandcharacterized.
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20世纪70年代,Gabriel、Auslander和Reiten建立了箭图表示理论.经过近50年的发展,箭图表示理

论不仅趋于完善,而且与群表示论、李代数和量子群、代数几何、数学物理等其他学科有深刻的联系.
根据文献[1],箭图Q 是一个有向图,即由四元组(Q0,Q1,s,t)构成,其中Q0,Q1分别为顶点与箭向

的集合,s,t:Q1 →Q0是映射.s(α)α∈Q1 表示箭向α的源点,t(α)α∈Q1 表示箭向α的终点.箭图Q 的R 模

表示X 由R 模簇(Xi)i∈Q0 和R 模的同态簇Xα:Xs(α) →Xt(α)构成(∀α∈Q1).表示X 与X'间的同

态θ:X →X'为同态簇θi:Xi →X'i(i∈Q0),并且X'
αθs(α)=θt(α)Xα(∀α∈Q1).之后,众多学者将箭

图的表示理论与模范畴、Abel范畴等建立了联系.例如,文献[2]研究了线性箭图的投射表示,得到m(≥2)
点线性箭图的投射表示与投射模之间的关系.文献[3]通过超限归纳法建立了Abel范畴中的余挠对与表示

范畴中的余挠对的关系,即得到Abel范畴中的余挠对(A,B)可以诱导出表示范畴中形如(Rep(Q,A),

Ψ(B))和(Φ(A),Rep(Q,B))的两对余挠对,其中A,B是Abel范畴中的对象类,

Φ(A)={X ∈Rep(Q,M):φX
i 是单同态,且Xi,CokerφX

i ∈A,∀i∈Q0}
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Ψ(B)={X ∈Rep(Q,M):ψX
i 是满同态,且Xi,KerψX

i ∈B,∀i∈Q0}

并研究了表示范畴中余挠对的遗传性.文献[4]研究了箭图的表示范畴中的余挠对(Φ(A),Φ(A)⊥)和

(⊥Ψ(B),Ψ(B))的完全性.
绝对Clean模类作为R 模范畴中一类特殊有限表现模类,关于Ext函子的右正交子范畴在同调代数的

研究中有着重要应用.文献[5]引入了绝对Clean的概念,从而引入了GorensteinAC 投射模和Gorenstein
AC 内射模的概念,并研究了Gorenstein同调理论是如何扩展到任意环R 上的.后来,文献[6]定义了绝对

Clean复形,并且进一步研究了相关的Gorenstein同调理论.
受上述结论的启发,本文主要研究m 点线性箭图Q=(· →· →… →· →·)的n有限表现表示

和绝对Clean表示,给出了n 有限表现表示与n 有限表现模之间的关系,并给出了绝对Clean表示与绝对

Clean模之间的关系.相关概念及结论可参见文献[7-11].

1 准备知识

定义1 令n≥0是整数.如果存在正合列

Fn →Fn-1 → … →F1 →F0 →M →0
其中每个Fi 是有限生成的投射模(i=1,2,…,n),则称模M 是n有限表现模.特别地,当n=1时,则称M
为有限表现模.如果存在正合列

… →Fn → … →F1 →F0 →M →0
使得每个Fi 是有限生成的投射模(i=1,2,…),则称M 是超有限表现模.

定义2 设C是范畴A中的对象类,且A中存在足够多的投射对象(内射对象).如果C包含所有投射

(内射)对象,并且C关于扩张和满同态的核(单同态的余核)封闭,则称C是可解(余可解)的.
本文中的环R 均指有单位元的结合环,以 M 表示左R 模范畴,除非特别声明,本文中的模均是左

R 模.令Q=(·
1
→·
2
→·
3
→… →·

m
)是m 点线性箭图,Rep(Q,M)是Q 的R 模表示范畴,这里m

是正整数.设M 是R 模.本文以Si(M)= (0 → … →M →0 → … →0)表示范畴Rep(Q,M)
中的对象,这里M 位于第i个位置,i=1,2,…,m.

2 n有限表现表示与绝对Clean表示

令X=(X1
d1
→X2

d2
→… →Xm-1

dm-1
→Xm)是Rep(Q,M)中的表示.由文献[2]可知,X 是投射

表示当且仅当X1,X2,…,Xm 是投射R 模,并且每个R 同态di:Xi →Xi+1 是可裂单同态(i=1,2,…,

m-1).特别地,X 是有限生成投射表示当且仅当X 是投射表示,并且每个Xi 是有限生成R 模(i=1,

2,…,m).对偶地,X 是内射表示当且仅当X1,X2,…,Xm 是内射R 模,并且每个R 同态di:Xi →Xi+1

是可裂满同态(i=1,2,…,m-1).
定义3 令i≥0是整数,M ∈Rep(Q,M).如果存在正合列

Fn →Fn-1 → … →F0 →M →0
其中Fi 是Rep(Q,M)中有限生成的投射表示(i=1,2,…,n),则称M 是n有限表现表示.特别地,当n=1
时,称M 是有限表现表示.如果存在正合列

… →Fn → … →F1 →F0 →M →0
使得每个Fi 是有限生成的投射表示(i=1,2,…),则称M 是超有限表现表示.

定理1 设M ∈Rep(Q,M).则M 是n有限表现表示当且仅当每个Mi 是n有限表现模(i=1,2,…,m).
证  必要性  因为M 是n 有限表现表示,所以存在正合列

Fn →Fn-1 → … →F0 →M →0
其中Fj 是有限生成的投射表示(j=1,2,…,n),即存在行正合的交换图
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其中Pi,j 是有限生成的投射模.根据定义1知每个Mi 是n 有限表现模.
充分性  设M =(M1 →M2 →… →Mm).因为每个Mi 都是n有限表现模,所以对于M1,存

在有限生成的投射模P1,0,使得P1,0 → M1 是满同态;对于 M2,存在有限生成的投射模P2,0,使得

P2,0 →M2 是满同态.依次得到Pm,0 →Mm 是满同态.由文献[2]可得P1,0 →P1,0⊕P2,0 → … →
P1,0⊕ … ⊕Pm,0 是有限生成的投射表示(不妨记为F0),即存在行正合的交换图

其中Ki,1=Ker(P1,0⊕ … ⊕Pi,0).因为Mi 是n有限表现模,且P1,0⊕ … ⊕Pi,0 是有限生成的投射模,
所以Ki,1 是n-1有限表现模.对K1=(K1,1 →K2,1 → … →Km,1)重复以上方法,可得存在有限

生成的投射表示F1和K2,使得0 →K2 →F1 →K1 →0正合,并且Ki,2是n-2有限表现模.依
次类推,可得正合列

Fn →Fn-1 → … →F0 →M →0
其中Fj 是有限生成的投射表示(j=1,2,…,n).这便证得M 是n 有限表现表示.

例1 设Si(M)=(0 →… →M →0 →… →0)∈Rep(Q,M).则Si(M)是n有限表现

表示当且仅当M 是n 有限表现模(i=1,2,…,m).
定理2 设M ∈Rep(Q,M).则M 是超有限表现表示当且仅当每个Mi 是超有限表现模(i=1,2,…,m).
证  类似于定理1可证.
如果对于任意的超有限表现模M,有Ext1R(M,X)=0,则称R 模X 是绝对Clean模.类似地,我们

引入以下定义:
定义4 设X ∈Rep(Q,M).如果对于任意的超有限表现表示M,有Ext1Rep(Q,M)(M,X)=0,则称X

是绝对Clean表示.
命题1 设 X ∈ Rep(Q,M).则 X 是绝对Clean表示当且仅当对于任意的超有限表现模F,有

Ext1Rep(Q,M)(Si(F),X)=0,其中i=1,2,…,m.
证  必要性  显然成立.
充分性  一般地,设M =(M1 →M2 →… →Mm-1 →Mm)是超有限表现表示.则由定理2

知,每个Mi 是超有现表现模.记

M(k)=(M1 →M2 → … →Mk-1 →Mk →0 → … →0)

 下面对k进行数学归纳.当k=1时,M(1)=(M1 →0 →… →0 →0),即M(1)=S1(M1).
由条件知Ext1Rep(Q,M)(S1(M1),X)=Ext1Rep(Q,M)(M(1),X)=0.

假设结论对k-1成立,即Ext1Rep(Q,M)(M(k-1),X)=0(k≥2).下证结论对k成立.注意到,存在短

正合列
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0 →Sk(Mk) →M(k) →M(k-1) →0 (1)
即有列正合的交换图

用HomRep(Q,M)(-,X)作用正合列(1),可得长正合列

… →Ext1Rep(Q,M)(M(k-1),X) →Ext1Rep(Q,M)(M(k),X) →Ext1Rep(Q,M)(Sk(Mk),X) → …
由归纳假设和条件可知

Ext1Rep(Q,M)(M(k-1),X)=Ext1Rep(Q,M)(Sk(Mk),X)=0
所以Ext1Rep(Q,M)(M(k),X)=0.特别地,有Ext1Rep(Q,M)(M(m),X)=Ext1Rep(Q,M)(M,X)=0,即证得X 是

绝对Clean表示.
定理3 设X ∈Rep(Q,M).则X 是绝对Clean表示当且仅当X1,X2,…,Xm 均是绝对Clean模,每

个di:Xi →Xi+1 是满同态,并且Kerdi 是绝对Clean模(i=1,2,…,m-1).
证  必要性  设X 是绝对Clean表示.由定理1知,对任意的超有限表现模M,Si(M)是超有限表

现表示,于是Ext1Rep(Q,M)(Si(M),X)=0.由文献[3]的命题5.6可得di 是满同态(i=1,2,…,m-1).从

而由文献[9]的命题3.10知,存在伴随同构

Ext1Rep(Q,M)(Si(M),X)≅Ext1M(M,Kerdi)
因为X 是绝对Clean表示,所以由命题1可知Ext1Rep(Q,M)(Si(M),X)=0,且

Ext1Rep(Q,M)(Sm(M),X)≅Ext1M(M,Xm)
故Ext1M(M,Xm)=0,得Xm 是绝对Clean模.又因为

Ext1Rep(Q,M)(Sm-1(M),X)≅Ext1M(M,Kerdm-1)
所以Kerdm-1 是绝对Clean模.注意到,序列0 →Kerdm-1 →Xm-1 →Xm →0正合,并且绝对

Clean模关于扩张封闭,因此Xm-1 是绝对Clean模.
依次类推可得Kerdi,X1,X2,…,Xm 都是绝对Clean模.
充分性 因为di:Xi →Xi+1是满同态,由文献[3]的命题5.6可知,对任意的超有限表现模M,存

在伴随同构

Ext1Rep(Q,M)(Si(M),X)≅Ext1M(M,Kerdi)
因为Kerdi 是绝对Clean模,所以Ext1Rep(Q,M)(M,Kerdi)=0,因此Ext1Rep(Q,M)(Si(M),X)=0,由命题1
知X 是绝对Clean表示.

如果对任意的有限表现模M,有Ext1M(M,X)=0,则称R 模X 是FP 内射模,参见文献[11].
定义5 设X ∈Rep(Q,M).如果对任意的有限表现表示 M,有Ext1Rep(Q,M)(M,X)=0,则称X 是

FP 内射表示.
推论1 设X ∈Rep(Q,M).则X 是FP 内射表示当且仅当X1,X2,…,Xm 均是FP 内射模,每个

di:Xi →Xi+1 是满同态,并且Kerdi 是FP 内射模(i=1,2,…,m-1).
证  类似于定理2可证.
引理1 设X ∈Rep(Q,M).则 X 是绝对Clean表示当且仅当对于任意的超有限表现表示 M,有

ExtnRep(Q,M)(M,X)=0(∀n≥1).
证  充分性显然成立,下证必要性.设M 是超有限表现表示.则存在正合列

… →Pn →Pn-1 → … →P1 →P0 →M →0
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其中每个Pi 都是有限生成的投射表示(i≥0).令Mi=Im(Pi →Pi-1),M=M0.则每个Mi 都是超有限

表现表示.用HomRep(Q,M)(-,X)作用正合列0 →Mn-1 →Pn-3 →Mn-2 →0,得到长正合列

因为Ext1Rep(Q,M)(Pn-3,X)=Ext2Rep(Q,M)(Pn-3,X)=0,所以

Ext1Rep(Q,M)(Mn-1,X)≅Ext2Rep(Q,M)(Mn-2,X)
依次类推,利用维数转移可以得到

Ext1Rep(Q,M)(Mn-1,X)≅Ext2Rep(Q,M)(Mn-2,X)≅ … ≅ExtnRep(Q,M)(M,X)
即证得ExtnRep(Q,M)(M,X)=0.

命题2 绝对Clean表示构成的类是余可解类.
证 假设0 →A →B →C →0正合,其中A,C 是绝对Clean表示,F 是超有限表现表示.用

HomRep(Q,M)(F,-)作用后可得长正合列

… →Ext1Rep(Q,M)(F,A) →Ext1Rep(Q,M)(F,B) →Ext1Rep(Q,M)(F,C) → …
因为Ext1Rep(Q,M)(F,A)=Ext1Rep(Q,M)(F,C)=0,所以Ext1Rep(Q,M)(F,B)=0,即B 是绝对Clean表示.故

绝对Clean表示关于扩张封闭.
假设0 →A →B →C →0正合,其中A,B 是绝对Clean表示,F 是超有限表现表示.用

HomRep(Q,M)(F,-)作用后可得长正合列

… →Ext1Rep(Q,M)(F,B) →Ext1Rep(Q,M)(F,C) →Ext2Rep(Q,M)(F,A) → …
因为F 是超有限表现表示,由引理1知Ext2Rep(Q,M)(F,A)=0.由假设知Ext1Rep(Q,M)(F,B)=0,所以

Ext1Rep(Q,M)(F,C)=0,即C 是绝对Clean表示.故绝对Clean表示关于满同态的核封闭.
又因为任意内射表示是绝对Clean表示,所以绝对Clean表示构成的类是余可解类.
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