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摘要:本文运用变分法和Z2 山路定理首次研究了半线性退化Schrödinger方程

-Δγu+V(x)u=f(x,u)+μg(x,u)   x∈RN

u∈S2
γ,V(x)(RN){

无穷多大能量解的存在性.其中 N ≥2,Δγ 是退化椭圆算子,非线性项f(x,u)在无穷远处满足超线性条件,

g(x,u)满足次线性条件.
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本文主要研究半线性退化Schrödinger方程

-Δγu+V(x)u=f(x,u)+μg(x,u)   x∈RN

u∈S2
γ,V(x)(RN){ (1)

无穷多大能量解的存在性,其中N ≥2,Δγ 是退化椭圆算子,形式如下:

Δγ =∑
N

j=1
xj
(γ2

jxj
)

xj =


xj
   γ=(γ1(x),γ2(x),…,γN(x))

函数γj:RN →R是连续的,是RN\Π 上不等于0的C1 函数,其中

Π= x=(x1,x2,…,xN)∈RN:∏
N

j=1
xj =0{ }

并且,函数γj 满足文献[1]中相关结论的所有条件,退化算子Δγ 包含Grušin型算子

Gα =Δx +|x|2αΔy   α≥0
其中(x,y)表示RN1×RN2 中的点.文献[2]研究了α是整数的情况,文献[3-4]研究了α不是整数的情况.
Δγ 算子还包含强退化算子

Pα,β =Δx +Δy +|x|2α|y|2βΔz   (x,y,z)∈RN1 ×RN2 ×RN3

其中α,β 是非负常数.文献[5]研究了算子Pα,β.关于Δγ 算子的更多信息可参见文献[1].
当μ=0时,文献[6]利用变分法研究了半线性Δγ 椭圆型偏微分方程(1)的无穷多解的存在性,其中方

程(1)的 位 势 V(x)是 强 制 位 势,并 且 方 程 (1)的 非 线 性 项 f(x,u)满 足 文 献 [7]中 的 局 部

Ambrosetti-Rabinowitz增长条件.另外,利用变分法还可以解决其他方程解的存在性问题,见文献[8-10].
基于上述结果,本文研究半线性退化Schrödinger方程(1)的无穷多解的存在性,其中方程(1)的非线

性项是凹凸的.为了研究方程(1),我们做如下假设:
(V1)V(x)∈C(RN,R)满足inf

x∈RN
V(x)>0,存在常数r0 >0,使得

lim
|y|→∞

meas({x∈RN:|x-y|≤r0,V(x)≤M})=0   ∀M >0

 (f1)f∈C(RN ×R,R),对满足2<p<2*γ =
2N

N -2
的p,存在常数c0 >0,使得

|f(x,z)|≤c0(|z|+|z|p-1)   ∀(x,z)∈RN ×R

 (f2)lim
|z|→∞

F(x,z)
|z|2

=+∞(x ∈RN),其中

F(x,z)=∫
z

0
f(x,y)dy≥0   ∀(x,z)∈RN ×R

 (f3) 存在常数L0 >0,θ>2以及c1 ≥0,使得

zf(x,z)-θF(x,z)+c1|z|2 ≥0   ∀(x,|z|)∈RN ×[L0,+∞)

 (f4)f(x,-z)=-f(x,z)(∀(x,z)∈RN ×R).

(g1) 存在常数1<q1 <q2 <2,存在函数hi(x)∈L
2

2-qi(RN,R+)(i=1,2),使得

|g(x,z)|≤h1(x)|z|q1-1+h2(x)|z|q2-1   ∀(x,z)∈RN ×R
 (g2)g(x,-z)=-g(x,z)(∀(x,z)∈RN ×R).

定理1 假设条件(V1),(f1)-(f4),(g1)和(g2)成立.则存在常数μ0>0,使得当|μ|≤μ0 时,方

程(1)有无穷多个大能量解.
注1 据我们所知,定理1首次研究了在RN 上具有凹凸非线性项的半线性Δγ 椭圆型偏微分方程的无

穷多个能量解.另外,值得一提的是,文献[11]运用喷泉定理得到了RN 中的有界域上的具有凹凸非线性项

的半线性Δγ 椭圆型偏微分方程无穷多个高能量解的存在性.
定义函数空间

S2
γ(RN)={u∈L2(RN):γjxju∈L2(RN),j=1,…,N}
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令

S2
γ,V (x)(RN)= u∈S2

γ(RN):∫RN
(|∇γu|2+V(x)u2)dx<+∞{ }

其中 ∇γu=(γ1x1u,γ2x2u,…,γNxNu).显然S2
γ,V(x)(RN)是希尔伯特空间,其内积为

(u,v)=∫RN
(|∇γu∇γv|+V (x)uv)dx

范数 ‖u‖=(u,u)
1
2.根据文献[6]的引理2.2,嵌入S2

γ,V(x)(RN)⤿S2
γ(RN)是连续的,而且当条件(V1)

成立时,嵌入S2
γ,V(x)(RN)⤿Lq(RN)是紧的(q∈[2,2*γ )).据此,对 ∀q∈[2,2*γ ),存在常数dq,使得

|u|q ≤dq‖u‖ (2)

其中Lq(RN)表示勒贝格空间,在Lq(RN)上的范数记作|·|q.
方程(1)具有变分结构.考虑函数J:S2

γ,V(x)(RN) →R,定义为

J(u)=
1
2∫RN

(|∇γu|2+V(x)u2)dx-∫RN
F(x,u)dx-μ∫RN

G(x,u)dx (3)

从条件(f4)和(g2)可知J(u)是偶函数,并且满足J(0)=0.同时J 是一阶连续可导函数,且

<J'(u),v>=

∫RN
(∇γu∇γv+V(x)uv)dx-∫RNf(x,u)vdx-∫RNμg(x,u)vdx   ∀u,v∈S2

γ,V(x)(RN)(4)

显然u 是方程(1)的弱解当且仅当u∈S2
γ,V(x)(RN)是J(u)的临界点.

引理1 假设条件(V1),(g1)以及(f2)成立,则对任意有限维子空间Y ⊂S2
γ,V(x)(RN),存在R =

R(Y),使得当 ‖u‖ ≥R 时J(u)≤0.

证 假设存在序列{un}⊂Y 满足 ‖un‖ →+∞,并且J(un)>0.令wn =
un

‖un ‖
,则{wn}为有界

序列,从而存在{wn}的子列,仍记为{wn},满足对于几乎处处的x ∈RN,都有 wn(x)→w(x).记

Λ= {x∈RN:w(x)≠0},故meas(Λ)>0,并且当n→∞时,对几乎处处的x∈Λ 有|un(x)|→+∞.
根据条件(f2)以及Fatou引理,可得

liminf
n→∞

∫RN
F(x,un)dx

‖un‖2
≥liminf

n→∞∫Λ

F(x,un)w2
n

|un|2
dx≥∫Λ

liminf
n→∞

F(x,un)w2
n

|un|2
dx=+∞ (5)

根据G(x,z)=∫
1

0
g(x,tz)zdt和条件(g1),可得

|G(x,u)|≤
1
q1

|h1(x)||u|q1 +
1
q2

|h2(x)||u|q2

因此,由(2)式以及Hölder不等式,可得

∫RN |G(x,u)|dx≤
1
q1

|h1| 2
2-q1

dq1
2 ‖u‖

q1 +
1
q2

|h2| 2
2-q2

dq2
2 ‖u‖

q2 (6)

由1<q1 <q2 <2以及 ‖un‖ →+∞ 可知,当n→ ∞ 时,有

∫RN
G(x,un)dx

‖un‖2
≤
1
q1

|h1| 2
2-q1

dq1
2 ‖un‖q1-2+

1
q2

|h2| 2
2-q2

dq2
2 ‖un‖q2-2 →0 (7)

又根据J(un)>0,有

liminf
n→∞

J(un)
‖un‖2

≥0 (8)

因此,由(3),(7)以及(8)式,可得

liminf
n→∞

∫RN
F(x,un)dx

‖un‖2
≤limsup

n→∞

∫RN
F(x,un)dx

‖un‖2
=limsup

n→∞
1
2-

μ∫RN
G(x,un)dx

‖un‖2
-

J(un)
‖un‖2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
≤
1
2
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这结论与(5)式矛盾.
根据文献[12]的引理2.5,选择整数m ≥1,使得

|u|22 ≤
1
2c0
‖u‖2   ∀u∈Zm (9)

其中c0 是条件(f1)中的常数,选择X =S2
γ,V(x)(RN)上的一组正交基{ej},令

Yk =span{e1,…,ek}   Zk =Y⊥
k-1

令V=Ym-1,W =Zm,则S2
γ,V(x)(RN)=V ⊕W,且V 是有限维空间.

引理2 设条件(V1),(g1)和(f1)成立,则存在正常数μ0,ρ,α,满足当|μ|≤μ0 时,J(u)|{u∈W:‖u‖=ρ}≥α.

证  根据条件(f1)和F(x,z)=∫
1

0
f(x,tz)zdt,可得

F(x,z)≤
c0
2|z|2+

c0
p|z|p   ∀(x,z)∈RN ×R

因此,由(3),(6),(9)式以及1<q1 <q2 <2,对任意满足u∈W 且‖u‖ ≤1的u,有

J(u)≥
1
2‖u‖

2-|μ|∫RN |G(x,u)|dx-∫RN
F(x,u)dx≥

1
2‖u‖

2-|μ|
1
q1

|h1| 2
2-q1

dq1
2 ‖u‖q1 +

1
q2

|h2| 2
2-q2

dq2
2 ‖u‖q2

æ

è
ç

ö

ø
÷-

c0
2|u|22-

c0
p|u|p

p ≥

1
2‖u‖

2-|μ|
1
q1

|h1| 2
2-q1

dq1
2 +

1
q2

|h2| 2
2-q2

dq2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖q1 -

1
4‖u‖

2-
c0dp

p

p
‖u‖p =

‖u‖q1
1
4 ‖u‖

2-q1 -
c0dp

p

p
‖u‖p-q1 -|μ|H

é

ë
êê

ù

û
úú

其中

H =
1
q1

|h1| 2
2-q1

dq1
2 +

1
q2

|h2| 2
2-q2

dq2
2

当t≥0时,令

g(t)=
1
4t

2-q1 -
c0dp

p

p
tp-q1 =t2-q1 14-

c0dp
p

p
tp-2æ

è
ç

ö

ø
÷

显然存在常数0<t0 ≤1,对 ∀t∈ (0,t0]满足g(t)>0.选择 ‖u‖=t0=ρ,可得

|μ|≤
g(ρ)
2H =μ0

J(u)|{u∈W:‖u‖=ρ}≥ρq1[g(ρ)-|μ|H]≥ρq
1g(ρ)
2 =α>0

 引理3 设条件(V1),(f1)-(f3)和(g1)成立,则J 在S2
γ,V(x)(RN)中的任意Palais-Smale序列有界.

证  假设{un}是J 的Palais-Smale序列,存在常数c∈R,当n→∞ 时J(un)→c,J'(un)→0.假

设存在子列,仍记为{un},当n→ ∞ 时,使得 ‖un ‖ →∞.令wn =
un

‖un ‖
,则存在{wn}中的子列,仍

记为{wn},满足在L2(RN)中 wn →w,对几乎处处的x ∈RN 有wn(x)→w(x).令Λ ={x ∈RN:

w(x)≠0}.如果meas(Λ)>0,用引理1相似的证明方法,即可得出矛盾.因此meas(Λ)=0,可推出对几

乎处处的x ∈RN 有w(x)=0,以及在L2(RN)中wn →0.
根据条件(f1)以及p>2,可知

|f(x,z)z|≤c0(|z|2+|z|p)≤2c0|z|2   ∀(x,|z|)∈RN ×[0,1]
再次用条件(f1),存在常数M >0,满足

|f(x,z)z|≤c0(|z|2+|z|p)≤M ≤M|z|2   ∀(x,|z|)∈RN ×[1,L0]
因此,可得

|f(x,z)z|≤ (M +2c0)|z|2   ∀(x,|z|)∈RN ×[0,L0] (10)
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又由F(x,z)=∫
1

0
f(x,tz)zdt,显然

|F(x,z)|≤
1
2
(M +2c0)|z|2   ∀(x,z)∈RN ×[0,L0] (11)

根据(10)和(11)式,有

|zf(x,z)-θF(x,z)|≤c1|z|2   ∀(x,|z|)∈RN ×[0,L0]

其中c1=
θ
2+1

æ

è
ç

ö

ø
÷(M +2c0).结合条件(f3),可知

zf(x,z)-θF(x,z)≥-(c1+c1)|z|2   ∀(x,z)∈RN ×R (12)

由G(x,z)=∫
1

0
g(x,tz)zdt,以及条件(g1)、Hölder不等式和(2)式,推出

∫RN
(g(x,u)u-θG(x,u))dx ≤∫RN

(|g(x,u)u|+θ|G(x,u)|)dx≤

θ
q1

+1
æ

è
ç

ö

ø
÷|h1| 2

2-q1
dq1
2 ‖u‖q1 +

θ
q2

+1
æ

è
ç

ö

ø
÷|h2| 2

2-q2
dq2
2 ‖u‖q2

当n→ ∞ 时,‖u‖ → ∞.由1<q1 <q2 <2,当n→ ∞ 时,有

∫RN
(g(x,un)un -θG(x,un))dx

‖un‖2
→0

故根据(3),(4)式和θ>2,当n→ ∞ 时,有

1
‖un‖2

(θJ(un)-<J'(un),un>)=

θ
2-1

æ

è
ç

ö

ø
÷+μ
∫RN

(g(x,un)un -θG(x,un))dx

‖un‖2
+
∫RN

(unf(x,un)-θF(x,un))dx

‖un‖2
≥

θ
2-1

æ

è
ç

ö

ø
÷+μ
∫RN

(g(x,un)un -θG(x,un))dx

‖un‖2
-(c1+c1)|wn|22 →

θ
2-1

由此可推出0≥
θ
2-1,这个不等式与θ>2矛盾.故{un}在S2

γ,V(x)(RN)中有界.

引理4 设条件(V1),(g1)和(f1)成立,则J的任意有界Palais-Smale序列在S2
γ,V(x)(RN)中有强收敛

子列.
证  假设{un}是函数J 的有界Palais-Smale序列,即存在常数c∈R,当n→ ∞ 时,有

sup‖un‖ <+∞   J(un)→c   J'(un)→0
则存在{un}的子列(仍记为{un})和u∈S2

γ,V(x)(RN),使得在Lq(RN)中un →u(2≤q<2*γ ).显然,当

n→ ∞ 时,有

<J'(un)-J'(u),un -u>→0 (13)
由条件(f1)以及Hölder不等式,当n→ ∞ 时,有

∫RN
(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx →0 (14)

根据条件(g1)、(2)式以及sup‖un‖ <+∞,当n→ ∞ 时,可得

∫RNg(x,un)(un -u)dx ≤|h1|2
2-q1

|un|
q1-1

2
|un -u|2+|h2|2

2-q2
|un|

q2-1

2
|un -u|2≤

|h1|2
2-q1

dq1-1
2 ‖un‖q1-1|un -u|2+|h2|2

2-q2
dq2-1
2 ‖un‖q2-1|un -u|2 →0

用相似的证明方法,当n→ ∞ 时,有

∫RNg(x,u)(un -u)dx →0
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因此,当n→ ∞ 时,有

∫RN
(g(x,un)-g(x,u))(un -u)dx=∫RNg(x,un)(un -u)dx-∫RNg(x,u)(un -u)dx →0

由此,结合(13)和(14)式,当n→ ∞ 时,可得

‖un -u‖2=<J'(un)-J'(u),un -u>+μ∫RN
(g(x,un)-g(x,u))(un -u)dx+

∫RN
(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx →0

故{un}⊂S2
γ,V(x)(RN)有强收敛子列.

定理1的证明  根据引理1-引理4可知文献[13]中定理9.12的所有条件被满足.因此,方程(1)在

S2
γ,V(x)(RN)中有无穷多个大能量解.
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