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摘要:本文探索了积分形式的Bonnesen型不等式.利用函数的积分不等式与周期函数的性质,得到了一系列积分

形式的Bonnesen型不等式.为关于原点对称且具有光滑边界的闭凸区域的Bonnesen型不等式找到了一种纯分析的

证明.
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Abstract:SomeBonnesen-typeinequalitiesinintegralformhavebeeninvestigated.Basedontheintegral
inequalityoffunctionandthepropertiesofperiodicfunction,aseriesofbonnesen-typeinequalitiesininte-
gralformhavebeenobtained,andaproofofpureanalysishasbeenobtainedfortheBonnesen-typeine-

qualitywithrespecttotheclosedconvexregionwithsymmetricoriginandsmoothboundary.
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等周不等式源于等周问题,是几何中最著名的不等式之一,对数学的诸多分支的发展起到了重要的促

进作用.等周不等式的加强形式是著名的Bonnesen型等周不等式.文献[1]深入研究了平面等周不等式,
利用凸体的最大内接圆半径和最小外接圆半径给出了等周不等式的加强形式,文献[2]称这类等周型不等

式为Bonnesen型等周不等式,目前,一般简称为Bonnesen型不等式.Bonnesen型不等式是著名的等周不等

式的经典推广与加强,它刻画了平面上简单几何闭曲线的周长与其所围成的面积以及其内接圆半径、外接

圆半径等其他几何量的关系.文献[3-8]利用积分几何中的包含测度理论,系统地得到了这类不等式及其进

一步的加强形式.关于平面多边形的离散型的Bonnesen型不等式,目前,我们知道的或许只有文献[9-11]
中的结果,这些不等式的证明都通过寻找与他们等价的分析形式的不等式而得到.我们尚未注意到关于平
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面上一般闭凸区域K 的Bonnesen型不等式的纯分析等价形式,如下列经典Bonnesen型不等式的纯分析的

等价形式至今未知:
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其中L,A 分别为平面闭凸区域K 的边界周长与面积,ri 和re 分别为K 的最大内接圆半径与最小外接圆半

径.即使K 为具有光滑边界的且关于原点对称的闭凸区域,其Bonnesen型不等式的纯分析形式的结论

甚少.
设p(θ)为平面上包含原点的具有光滑边界的闭凸区域K 的支撑函数(即p(θ)是以2π为周期的二阶连

续可微函数),则K 的周长L=∫
2π

0
pdθ,面积A=

1
2∫

2π

0
p(p+p″)dθ(参见文献[1,12-15]).特别地,当 K

关于原点对称时p(θ)=p(θ+π).根据p(θ)是以2π为周期的函数可知,当 K 关于原点对称时,p(θ)是

以π为周期的函数,且其最大内接圆半径与最小外接圆半径分别为

M =max{p:0≤θ≤π}

m=min{p:0≤θ≤π}
因此,当 K 关于原点对称时,不等式(1),(2),(3)等价于下面我们获得的不等式(4)的特殊形式(5),(6),(7).

设p(θ)是以π为周期的C2(二阶连续可微)函数,则
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特别地,当 m=min{p:0≤θ≤π}时,
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当M =max{p:0≤θ≤π}时,
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从而可得
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 注1 由于闭凸区域K 的边界C2 光滑且关于原点对称,且p(θ)+p″(θ)>0时,不等式(5),(6),(7)等
价于经典的Bonnesen型不等式(1),(2),(3).因此我们称积分不等式(5),(6),(7)为积分形式的Bonnesen型不

等式.事实上,我们相当于为关于原点对称且具有光滑边界的闭凸区域K 的Bonnesen型不等式,找到了一种

纯分析的证明.

1 主要引理

下面的引理1由文献 [16]给出.特别地,当a=0时,由文献[17]利用傅里叶级数的方法得到.
引理1 设g(x),g'(x)∈L2[a,b],其中b>a≥0,g(a)=g(b)=0,则
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 引理2 设u(x)是以T >0为周期的连续函数,则对于任意的a,都有

∫
a+T

a
u(x)dx=∫

T

0
u(x)dx (9)

 证  设x=t+T,有dx=dt,则
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2 主要结论

定理1 设p(θ)是以π为周期的C2 函数,则
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 证  令

g(θ)=p(θ)-p(θ0)
因为p(θ)是以π为周期的函数,则

g(θ0+π)=p(θ0+π)-p(θ0)=p(θ0)-p(θ0)=g(θ0)=0
由(8)式可知
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由p(θ)是以π为周期的函数,结合(9)式可知
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 定理2 设p(θ)是以π为周期的C2 函数,则
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特别地,当m=min{p:0≤θ≤π}时,
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当M =max{p:0≤θ≤π}时,
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 证  由定理1的(10)式可知
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 由于m=min{p:0≤θ≤π},则存在θm ∈ [0,π],使得p(θm)=m.在(14)式中取θ0=θm,可得
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 由于M = max{p:0≤θ≤π},则存在θM ∈[0,π],使得p(θM)= M.在(14)式中取θ0=θM,可得
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 推论1 设p(θ)是以π为周期的C2 函数,若

m=min{p:0≤θ≤π}

M =max{p:0≤θ≤π}
则
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 证  由平均值不等式
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根据不等式(12),(13)可得
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 推论2 设p(θ)是以π为周期的C2 函数,则
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 注2 当∫
π

0
p(θ)dθ=0时,(15)式等价于一维的Poincare不等式.
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