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摘要:研究了凸几何分析中的广义Lp 宽度积分,利用 Hölder不等式与 Minkowski不等式把欧氏空间中宽度积分

的Brunn-Minkowski型不等式推广为关于Lp 宽度积分的混合型Brunn-Minkowski型不等式.同时给出了逆向的关

于Lp 宽度积分的混合型Brunn-Minkowski型不等式,并研究了等号成立的条件.
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Abstract:Inthispaper,thegeneralLp widthintegralinconvexgeometricanalysishasbeenstudied.By
usingtheHölderinequalityandMinkowskiinequality,theBrunn-MinkowskitypeinequalityinEuclidean
spacehasbeengeneralizedtothemixedBrunn-MinkowskitypeinequalityoftheLp widthintegral.An
inversemixedBrunn-MinkowskitypeinequalityoftheLpwidthintegralanditsequalconditionhavebeen
given.
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若K 为Rn(n>1)中的完备紧凸集,则称K 为凸体.支持函数是研究凸体的重要概念,其表达式为

h(K,u)=max{x·u:x∈K}   u∈Sn-1

B,Sn-1 分别表示Rn 中的单位球和单位球面.记

Kn ={K:K 为凸体}   Kn
o ={K:K 是原点为其内点的凸体}
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Minkowski线性组合为凸体之间的重要运算,其定义为:设 K,L ∈Kn,λ,μ 为非负实数且不同时为0,

K 与L 的 Minkowski线性组合λ·K +μ·L ∈Kn 用支持函数可表示为

h(λ·K +μ·L,u)=λh(K,u)+μh(L,u)

Brunn-Minkowski理论中有诸多有意义的结果,详情请参阅文献[1-11].
文献[1]研究的关于凸体K1,K2,…,Kn 的混合宽度积分B(K1,…,Kn)表示为

B(K1,…,Kn)=
1
n∫Sn-1

b(K1,u)…b(Kn,u)dS(u)

其中

bK(u)=
h(K,u)+h(K,-u)

2
当K1= …= Kn-i=K,Kn-i+1= …= Kn =L时,B(K1,…,Kn)=Bi(K,L).若存在正实数λ,使得

b(K,u)=λb(L,u),则称K 与L 具有相似宽度.
设K1,…,Kn ∈Kn,τ∈(-1,1),文献[2]将文献[1]所定义的混合宽度积分推广为如下更一般的混

合宽度积分B(τ)(K1,…,Kn),表达式为

B(τ)(K1,…,Kn)=
1
n∫Sn-1

b(τ)(K1,u)…b(τ)(Kn,u)dS(u)

其中

b(τ)(K,u)=f1(τ)h(K,u)+f2(τ)h(K,-u)

f1(τ)=
(1+τ)2

2(1+τ2)
   f2(τ)=

(1-τ)2

2(1+τ2)
当τ=0时,B(τ)(K1,…,Kn)即为文献[1]所研究的混合宽度积分.当K1= …= Kn-i=K,Kn-i+1= …=
Kn =L 时,B(τ)(K1,…,Kn)=B(τ)

i (K,L).当B(τ)
i (K,L)中L 为B 时,B(τ)(K1,…,Kn)为K 的i阶

宽度积分B(τ)
i (K)[3].若存在正实数λ,使得b(τ)(K,u)=λb(τ)(L,u),则称K 与L 具有相似广义宽度.若

b(τ)(K,u)与b(τ)(L,u)都为常数,则称K 与L 具有相似广义常宽度.
设p≥1,K,L ∈Kn

o 的Lp Minkowski加法K +pL 的支持函数[4]为

h(K +pL,u)=(h(K,u)p +h(L,u)p)
1
p

 设K1,…,Kn ∈Kn
o,τ∈[-1,1],p >0,文献[5]定义并研究了Lp 混合宽度积分B(τ)

p (K1,…,Kn),
其积分表达式为

B(τ)
p (K1,…,Kn)=

1
n∫Sn-1

b(τ)
p (K1,u)…bp

(τ)(Kn,u)dS(u)

其中

b(τ)
p (K,u)=(f1(τ)h(K,u)p +f2(τ)h(K,-u)p)

1
p

f1(τ)=
(1+τ)2p

(1+τ)2p +(1-τ)2p
   f2(τ)=

(1-τ)2p
(1+τ)2p +(1-τ)2p

当τ=0时,B(τ)
p (K1,…,Kn)即为文献[2]所研究的混合宽度积分.当K1= …= Kn-i=K,Kn-i+1= …=

Kn =L时,B(τ)
p (K1,…,Kn)=B(τ)

p,i(K,L).当K1= …= Kn-i=Kn-i+1= …= Kn=K时,B(τ)
p (K1,…,Kn)

记为B(τ)
p (K).当B(τ)

i (K,L)中L 为B 时,B(τ)
p (K1,…,Kn)为K 的i阶Lp 宽度积分B(τ)

p,i(K).若存在

正实数λ,使得b(τ)
p (K,u)=λb(τ)

p (L,u),则称K 与L具有相似广义Lp 宽度.若b(τ)
p (K,u)与b(τ)

p (L,u)
都为常数,则称K 与L 具有相似广义Lp 常宽度.

若K,L ∈Kn
o,τ∈ (-1,1),p≥1,i<j<k,则[5]

B(τ)
p,j(K,L)k-i ≤B(τ)

p,i(K,L)k-jB(τ)
p,k(K,L)j-i (1)

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义Lp 宽度;
若K,L ∈Kn

o,τ∈ (-1,1),p≥1,i<n-p,则[5]
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B(τ)
p,i(K +pL)

p
n-i ≤B(τ)

p,i(K)
p

n-i +B(τ)
p,i(L)

p
n-i (2)

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义Lp 宽度.
将K 的最小广义Lp 宽度r(τ)

p (K)与最大宽度R(τ)
p (K)分别记为

r(τ)
p (K)=min{b(τ)

p (K,u):u∈Sn-1}

R(τ)
p (K)=max{b(τ)

p (K,u):u∈Sn-1}
当p=1时,r(τ)

p (K)与R(τ)
p (K)分别记为r(τ)(K)与R(τ)(K).

本文受文献[6-7]的启发,建立了如下不等式:
定理1 设K,L,Q ∈Kn

o,τ∈ (-1,1),p≥1.若i<n-p,则

B(τ)
p,i(K +pL,Q)

p
n-i ≤B(τ)

p,i(K,Q)
p

n-i +B(τ)
p,i(L,Q)

p
n-i (3)

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义Lp 宽度.
定理2 设K,L,Q ∈Kn

o,τ∈ (-1,1),p≥1.若i<n-p,则

B(τ)
p,i(K,Q)

p
n-i +B(τ)

p,i(L,Q)
p

n-i ≤cB(τ)
p,i(K +pL,Q)

p
n-i (4)

其中

c=
R(τ)

p (K)p(r(τ)
p (K)p +2R(τ)

p (L)p)+r(τ)
p (L)pR(τ)

p (L)p
(r(τ)

p (K)p +R(τ)
p (L)p)(R(τ)

p (K)p +r(τ)
p (L)p)

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义Lp 常宽度.
引理1 若K,L ∈Kn

o,τ∈ [-1,1],p≥1,则

b(τ)
p (K +pL,u)p =b(τ)

p (K,u)p +b(τ)
p (L,u)p

 证  由Lp Minkowski加法知

b(τ)
p (K +pL,u)p =f1(τ)h(K +pL,u)p +f2(τ)h(K +pL,-u)p =

f1(τ)(h(K,u)p +h(L,u)p)+f2(τ)(h(K,-u)p +h(L,-u)p)=
b(τ)

p (K,u)p +b(τ)
p (L,u)p

 引理2[12](Minkowski不等式) 设f(x)与g(x)为可测集X上的非负可测函数.若f(x),g(x)∈L(p),

p>1,则

∫X
(f(x)+g(x))pdx( )

1
p
≤∫X

f(x)pdx( )
1
p
+∫X

g(x)pdx( )
1
p

等号成立当且仅当f(x)
g(x)

为常数.

引理3[6] (逆Minkowski不等式) 设函数f(x)与g(x)为可测集X 上的非负可测函数,且存在正

数m,M,满足m ≤
f(x)
g(x)≤

M.若f(x),g(x)∈L(p),p>1,则

∫X
f(x)pdx( )

1
p
+∫X

g(x)pdx( )
1
p
≤

Mm+2M +1
(M +1)(m+1)∫X

(f(x)+g(x))pdx( )
1
p

等号成立当且仅当f(x)
g(x)

为常数.

引理4[8](逆Hölder不等式) 设函数f(x)与g(x)为可测集X 上的非负可测函数,且存在正数m,M,

满足m ≤
f(x)
g(x)≤

M.若p>1,q>1,
1
p +

1
q =1,则

∫X
f(x)dx( )

1
p∫X

g(x)dx( )
1
q
≤

M
m

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
pq

∫X
f(x)

1
pg(x)

1
qdx (5)

等号成立当且仅当f(x)
g(x)

为常数.

证  由f(x)
g(x)≤

M 知f(x)≤Mg(x),进而有f(x)≤M
1
qf(x)

1
pg(x)

1
q,由此得
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∫X
f(x)dx( )

1
p
≤M

1
pq∫X

f(x)
1
pg(x)

1
qdx( )

1
p

等号成立当且仅当f(x)=Mg(x).

同理,由m ≤
f(x)
g(x)

可得g(x)≤m
-1
pf(x)

1
pg(x)

1
q,即有

∫X
g(x)dx( )

1
q
≤m

-1
pq∫X

f(x)
1
pg(x)

1
qdx( )

1
q

等号成立当且仅当f(x)=mg(x).

将以上两不等式对应相乘即得不等式(5),等号成立当且仅当M =m,即f(x)
g(x)

为常数.证毕.

定理1的证明  由引理1与B(τ)
p,i(K,L)的定义可得

B(τ)
p,i(K +pL,Q)=

1
n∫Sn-1

b(τ)
p (K +pL,u)n-ib(τ)

p (Q,u)idS(u)=

1
n∫Sn-1

(b(τ)
p (K,u)p +b(τ)

p (L,u)p)
n-i
pb(τ)(Q,u)idS(u)

根据i<n-p,并结合引理2可得

B(τ)
p,i(K +pL,Q)

p
n-i ≤

1
n∫Sn-1

b(τ)
p (K,u)n-ib(τ)(Q,u)idS(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

p
n-i

+

1
n∫Sn-1

b(τ)
p (L,u)n-ib(τ)

p (Q,u)idS(u)
æ

è
ç

ö

ø
÷

p
n-i

=

B(τ)
p,i(K,Q)

p
n-i +B(τ)

p,i(L,Q)
p

n-i

由引理2知不等式(3)等号成立当且仅当
b(τ)

p (K,u)
b(τ)

p (L,u)
为常数,即K 与L 具有相似广义Lp 宽度.证毕.

在定理1中取p=1时,有:

推论1 设K,L,Q ∈Kn
o,τ∈ (-1,1).若i<n-1,则

B(τ)
i (K +L,Q)

1
n-i ≤B(τ)

i (K,Q)
1

n-i +B(τ)
i (L,Q)

1
n-i

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义宽度.
在定理1中取Q=B 时即为不等式(2),在推论1中取Q=B 时为文献[9]之结论.

定理2的证明  令b(τ)
p (K,u)pb(τ)

p (Q,u)
ip
n-i =f(u),b(τ)

p (L,u)pb(τ)
p (Q,u)

ip
n-i =g(u),则有

f(u)
g(u)=

b(τ)
p (K,u)pb(τ)

p (Q,u)
ip
n-i

b(τ)
p (L,u)pb(τ)

p (Q,u)
ip
n-i

=
b(τ)

p (K,u)p

b(τ)
p (L,u)p

由

r(τ)
p (K)≤b(τ)

p (K,u)≤R(τ)
p (K)   r(τ)

p (L)≤b(τ)
p (L,u)≤R(τ)

p (L)
可得

r(τ)
p (K)

R(τ)
p (L)

≤
b(τ)

p (K,u)
b(τ)

p (L,u)
≤

R(τ)
p (K)

r(τ)
p (L)

(6)

从而有

r(τ)
p (K)

R(τ)
p (L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

p

≤
f(u)
g(u)≤

R(τ)
p (K)

r(τ)
p (L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

p

由i<n-p 及引理3可得

B(τ)
p,i(K +pL,Q)

p
n-i =

1
n∫Sn-1

(b(τ)
p (K,u)p +b(τ)

p (L,u)p)
n-i
pb(τ)(Q,u)idS(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

p
n-i

≥
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1
c

1
n∫Sn-1f(u)

n-i
pdS(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

p
n-i

+
1
n∫Sn-1g(u)

n-i
pdS(u)æ

è
ç

ö

ø
÷

p
n-iæ

è
ç

ö

ø
÷=

1
c B(τ)

p,i(K,Q)
p

n-i +B(τ)
p,i(L,Q)

p
n-i( )

由引理3等号成立的条件知此不等式等号成立当且仅当
b(τ)

p (K,u)p

b(τ)
p (L,u)p

为常数,即
b(τ)

p (K,u)
b(τ)

p (L,u)
为常数.则

b(τ)
p (K,u)p

b(τ)
p (L,u)p

=
r(τ)

p (K)
R(τ)

p (L)
=
R(τ)

p (K)
r(τ)

p (L)
又因r(τ)

p (K)≤R(τ)
p (K),r(τ)

p (L)≤R(τ)
p (L),从而r(τ)

p (K)=R(τ)
p (K),r(τ)

p (L)=R(τ)
p (L),即不等式(4)

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义Lp 常宽度.证毕.
在定理2中取Q=B 时,得:
推论2 设K,L ∈Kn

o,τ∈ (-1,1),p≥1.若i<n-p,则

B(τ)
p,i(K)

p
n-i +B(τ)

p,i(L)
p

n-i ≤cB(τ)
p,i(K +pL)

p
n-i

其中c同定理2中所定义,等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义Lp 常宽度.
在推论2中取p=1时,得:
推论3 设K,L ∈Kn

o,τ∈ (-1,1).若i<n-1,则

B(τ)
i (K)

1
n-i +B(τ)

i (L)
1

n-i ≤
R(τ)(K)(r(τ)(K)+2R(τ)(L))+r(τ)(L)R(τ)(L)
(r(τ)(K)+R(τ)(L))(R(τ)(K)+r(τ)(L))

B(τ)
i (K +L)

1
n-i

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义常宽度.
现应用引理4给出不等式(1)的逆,即:
定理3[5] 若K,L ∈Kn

o,τ∈ (-1,1),p≥1,i<j<k,则

B(τ)
p,i(K,L)

k-j
k-iB(τ)

p,k(K,L)
j-i
k-i ≤

R(τ)
p (K)R(τ)

p (L)
r(τ)

p (K)r(τ)
p (L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

(k-j)(j-i)
k-i

B(τ)
p,j(K,L) (7)

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义Lp 常宽度.
证  由

b(τ)
p (K,u)n-jb(τ)

p (L,u)j =(b(τ)
p (K,u)n-ib(τ)

p (L,u)i)
k-j
k-i(b(τ)

p (K,u)n-kb(τ)
p (L,u)k)

j-i
k-i

令

f(u)=b(τ)
p (K,u)n-ib(τ)

p (L,u)i   g(u)=b(τ)
p (K,u)n-kb(τ)

p (L,u)k

可得

f(u)
g(u)=

b(τ)
p (K,u)n-ib(τ)

p (L,u)i

b(τ)
p (K,u)n-kb(τ)

p (L,u)k
=

b(τ)
p (K,u)

b(τ)
p (L,u)

æ

è
ç

ö

ø
÷

k-i

(8)

根据公式(8)与不等式(6),可得

r(τ)
p (K)

R(τ)
p (L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

k-i

≤
f(u)
g(u)≤

R(τ)
p (K)

r(τ)
p (L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

k-i

由i<j<k及引理4,可得

B(τ)
p,i(K,L)

k-j
k-iB(τ)

p,k(K,L)
j-i
k-i =

1
n∫Sn-1f(u)dS(u)

æ

è
ç

ö

ø
÷

k-j
k-i 1

n∫Sn-1g(u)dS(u)
æ

è
ç

ö

ø
÷

j-i
k-i

≤

1
n

R(τ)
p (K)R(τ)

p (L)
r(τ)

p (K)r(τ)
p (L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

(k-j)(j-i)
k-i

∫Sn-1f(u)
k-j
k-ig(u)

j-i
k-idS(u)=

R(τ)
p (K)R(τ)

p (L)
r(τ)

p (K)r(τ)
p (L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

(k-j)(j-i)
k-i

B(τ)
p,j(K,L)

 由引理4等号成立的条件知不等式(7)中等号成立当且仅当f(u)
g(u)

为常数,再结合公式(8)及r(τ)
p (K),
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R(τ)
p (K),r(τ)

p (L),R(τ)
p (L)之间的关系,可得不等式(7)等号成立当且仅当K 与L具有相似广义Lp 常宽度.

证毕.
在定理3中取i=0,j=i,k=n 时,有:
推论4 若K,L ∈Kn

o,τ∈ (-1,1),p≥1,i<n,则

B(τ)
p (K)

n-i
nB(τ)

p (L)
i
n ≤

R(τ)
p (K)R(τ)

p (L)
r(τ)

p (K)r(τ)
p (L)

æ

è
ç

ö

ø
÷

i(n-i)
n

B(τ)
p,i(K,L)

等号成立当且仅当K 与L 具有相似广义Lp 常宽度.
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