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脉冲耦合复值神经网络的全局渐近同步①
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摘要:本文研究多个复值神经网络在脉冲耦合机制下形成复杂网络系统的全局渐近同步问题.首先,基于序列连通

和 Dirac函数,引入网络节点仅在离散时刻进行信息交互的脉冲耦合策略.其次,通过直接误差方法及迭代思想建

立脉冲耦合复值神经网络渐近同步的判别条件.最后,给出相关数值实例及仿真来验证理论结果的正确性和有

效性.
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OnGlobalAsymptoticSynchronizationof
ImpulsivelyCoupledNeuralNetworkswithComplexValues
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Abstract:Inthispaper,theglobalasymptoticsynchronizationhasbeenstudiedforaclassofcomplexnet-
worksformedbycomplex-valuedneuralnetworksbasedonimpulsivecoupling.Firstly,byvirtueofthei-
deaofsequentialconnectivity,animpulsivecouplingstrategyisintroduced,inwhichthenetworknodes
exchangeinformationonlyatsomediscretetimes.Secondly,inthedirecterrormethodandwiththeitera-
tiveidea,thesufficientconditionsofasymptoticalsynchronizationareestablishedforthecoupledcomplex-
valuedneuralnetworksunderthisswitchingcouplingstrategy.Finally,anumericalexamplewithsimula-
tionisprovidedtoverifythecorrectnessandvalidityofthetheoreticalresults.
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鉴于神经网络良好的自适应学习能力、智能性及联想存储能力,近年来在组合优化、图像处理和安全

通信[1-2]等多个方面得到了广泛应用.随着研究的不断深入,学者们发现实值神经元的存储能力是有限的,
很难完成对高维信息的存储和处理,如对称性检测问题和XoR问题[3].基于此,有研究人员将实值连接权

重及实值激活函数推广至复数域,建立了复值神经网络[4-6].2009年,Amin等[7]通过实验进一步证明了单
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层复值神经网络能够表现出与多层实值网络相当或者更高的性能.目前,复值神经网络在图像传输、设计

信号过滤器、交通信号控制等方面发挥着重要的作用[8-10].另外,为刻画生物神经元或组织之间的交互作

用,由多个神经网络交互而成的耦合神经网络被提出,并被广泛应用于目标识别、噪声抑制、压缩编码、边

缘检测等实际问题中.
耦合神经网络不仅具备人工神经网络的性能,往往还会演化出比单一神经网络更为复杂的动态行

为[11].作为一种典型的动力学演化行为,耦合神经网络的同步近年来得到了广泛关注[11-12].Liu等[13]针对

一类具有固定连通拓扑的耦合神经网络,利用线性矩阵不等式的方法导出了耦合网络实现指数同步的判定

准则.自此,结合饱和控制、事件触发牵制控制等控制方法,具有固定连通拓扑的耦合神经网络同步问题被

大量研究,得到了许多有意义的同步研究成果[14].
值得注意的是,在网络节点通讯过程中通信带宽限制、信道突发故障等因素经常导致网络之间的连接

出现中断或切换到另一频率信道的现象,表明节点之间并不总是在任意时刻都进行信息交互,网络的拓扑

结构也不再是固定连通的.因此,在通讯信号不连续、通讯拓扑不连通的情况下讨论耦合神经网络的同步

更具有实际意义.2016年Chen等[15]提出一类具有不连通拓扑的切换机制,并分析了复杂网络的渐近同步

行为,该耦合机制仅要求网络节点之间的信息在某些离散时刻进行通讯,并允许每次切换拓扑可以是不连

通的.基于此,2021年Chen等[16]结合脉冲耦合机制和事件触发控制,研究了耦合神经网络的同步问题.但
这些工作主要是围绕实值网络展开讨论,对具有更强存储能力和更高效信号处理能力的耦合复值神经网

络,如何深入探讨其在脉冲耦合机制下的同步仍是一个亟待解决的难题.
基于上述讨论,本文探讨一类脉冲耦合复值神经网络的全局渐近同步问题.主要贡献包括:①相较于

以往的连续耦合神经网络[13-14]和实值切换耦合神经网络[15-16],本文运用图的序列连通性和Dirac脉冲函

数,提出了一类依赖于节点复值状态的脉冲耦合机制,它不仅具有更强的信息存储能力和更高效的信息处

理能力,还去除了以往研究中需要网络拓扑结构固定连通的限制性条件,仅需网络节点在序列连通条件下

的某些离散时刻进行信息通讯即可.②本文采用直接误差方法来讨论耦合神经网络的渐近同步,有效避免

了实际问题中同步态未知或同步态不可微带来的分析困难.理论结果和数值模拟表明,当网络节点之间出

现通讯间断或信道更新等不连续通讯时,适当调整网络切换顺序或节点耦合权重也能够实现整个网络的

同步.

1 模型描述及预备知识

1.1 符号说明

在本文中,Z+,R,Rn,Cn 和Cn×n 分别表示正整数集,实数集,n维实向量空间,n维复向量空间及n×
n 复矩阵空间.En 表示n×n维单位矩阵,对一个正整数N,记集合N→={1,2,…,N}.对任意的x∈Cn,

xH 表示x 的共轭转置,‖x‖= xHx.G=(V,ε)表示由点集V={1,2,…,N}和边集ε∈V×V 构成

的图.对任意两个节点l,k∈V,(l,k)∈ε表示节点l与k之间的无向连边.{Gk}Tk=1 是T 个G均含有N
个节点的子图构成的图序列.
1.2 模型描述

考虑由N 个复值神经网络构成的复杂网络系统,其模型描述为:

ẋi(t)=-Axi(t)+Df(xi(t))+I(t)+Ui(t),i∈N→ (1)
式(1)中xi(t)=(xi1(t),xi2(t),…,xin(t))T∈Cn 表示第i个神经网络的状态向量,对角矩阵A∈Cn×n

表示神经网络的自抑制矩阵,f(xi(t))=(f1(xi1(t)),f2(xi2(t)),…,fn(xin(t)))T∈Cn 表示神经网络

的激活函数,D∈Cn×n 表示神经网络内部连接权重矩阵,I(t)是n维的外部输入向量值函数,Ui(t)刻画了

网络节点之间的脉冲耦合机制,其具体形式为:

Ui(t)=∑
+∞

k=1
∑
N

j=1,j≠i
ωij(tk)(xj(tk)-xi(tk))( )δ(t-tk),i∈N→ (2)

式(2)中tk 表示脉冲时刻满足0<γ1<tk+1-tk<γ2,δ(·)是Dirac脉冲函数,实矩阵Ωk= (ωij(tk))N×N ∈
RN×N 表示tk 时刻切换拓扑对应的邻接矩阵,对任意i,j∈V,若存在(i,j)∈ε,那么ωij(tk)>0,否则
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ωij(tk)=0.另外,记Gk 为tk 时刻的网络拓扑,lim
t→t-k

xi(t)=xi(tk).

利用Dirac函数性质,式(1)转化为如下脉冲微分系统

ẋi(t)=-Axi(t)+Df(xi(t))+I(t) t≠tk

xi(t+
k)=xi(tk)+ ∑

N

j=1,j≠i
ωij(tk)(xj(tk)-xi(tk))  t=tk,i∈N→

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(3)

令

ωij(tk)=
1- ∑

N

j=1,j≠i
ωij(tk)  i=j

ωij(tk) i≠j

ì

î

í

ï
ï

ïï

则式(3)转化为:

ẋi(t)=-Dxi(t)+Af(xi(t))+I(t)  t≠tk

xi(t+
k)=∑

N

j=1
ωij(tk)xj(tk) t=tk,i∈N→

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(4)

 下面给出一些相关的定义、假设和引理.
定义1 对图G=(V,ε)及非空点集L ⊆V,称集合N(G,L)={k∈V\L|∃l∈L,(l,k)∈ε}

为点集L 在图G中的邻居节点集.
定义2 对图序列{Gk}Tk=1,若∪T

k=1Gk 中包含图G的一个生成树,则称图序列{Gk}Tk=1 是节点连通的.
定义3[17] 对给定图序列{Gk}Tk=1,若存在一个节点l∈V 使得Vk ≤Vk-1∪N(Gk,Vk-1),其中V0=

{l},VT =V,则称图序列{Gk}Tk=1 是序列连通的.
定义4 对任意i,p∈V,若lim

t→+∞
‖xi(t)-xp(t)‖=0,则称耦合神经网络式(1)是全局渐近同步的.

定义5[18] 对给定向量Q=(x1x2,…,xn)∈Rn,称conv(Q)={∑
m

i=1αixi:∑
m

i=1αi=1,αi≥0,

m ≥1}为向量Q 的凸包.

假设1 对任意k∈Z+,当i≠j时,0≤ωij(tk)<1,并且0≤∑
N

j=1,j≠iωij(tk)<1.

假设2 对任意x,y∈Cn,存在正常数L使得 ‖f(x)-f(y)‖ ≤L‖x-y‖.
引理1[17] 若对任意l∈Z+,图序列{Gk}lTk=(l-1)T+1 是节点连通的,那么图序列{Gk}(N-1)2T

k=1 是序列连

通的.
引理2[17] 设x∈I⊆R,常数a≤b,则函数f(x)=ax+(1-x)b在x* = min

x∈I
{x}处取得最大值.

2 主要结论

为方便证明,首先引入如下记号.

Φk =conv(‖xi(t-
k)‖), ∀i∈Vk-1,

Φ
∧

k =conv(‖xi(t+
k)‖), ∀i∈Vk-1,

Φ(t)=conv(‖xi(t)‖), ∀i∈V,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

 

φk = max
i,p∈Vk-1

{‖xi(t-
k)-xp(t-

k)‖},

φ
∧
k = max

i,p∈Vk
{‖xi(t+

k)-xp(t+
k)‖},

φ(t)=max
i,p∈V

{‖xi(t+
k)-xp(t+

k)‖},

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

δ=λmax(-DH-D+2‖A‖LEn), α(ts)=min
i∈V ∑j∈Vs-1

ωij(ts){ },

γ=
γ1,δ<0,

γ2,δ>0.{
 定理1 基于假设1、假设2,如果存在正整数T 使得对任意l≥0,图序列{Gk}(l+1)TlT+1 是序列连通的,
并且
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e
δ
2γT 1-∏

T

s=1
α(ts)( ) <1 (5)

那么,脉冲耦合复值神经网络式(1)是全局渐近同步的.
证  第一步:证明φ(t+

k)≤φ(tk).
对任意i∈V,由假设1可知

xi(t+
k)=∑

N

j=1
ωij(tk)xj(tk)=

1- ∑
N

j=1,j≠i
ωij(tk)( )xi(tk)+ ∑

N

j=1,j≠i
ωij(tk)xj(tk)∈Φ(tk)

因此,由i的任意性可知Φ(t+
k)⊆Φ(tk),从而可得φ(t+

k)≤φ(tk).

第二步:证明对任意的k∈Z+,φ(tk)≤e
δ
2γφ(t+

k-1),φk ≤e
δ
2γφ

∧
k-1.

当t∈ (tk-1,tk]时,对任意i,p∈V,定义eip(t)=xi(t)-xp(t),由式(4)可知

d(‖eip(t)‖2)
dt =̇eH

ip(t)eip(t)+eH
ip(t)̇eip(t)=

(-Deip(t)+Af(eip(t)))Heip(t)+eH
ip(t)(-Deip(t)+Af(eip(t)))=

-eH
ip(t)(DH+D)eip(t)+eH

ip(t)Af(eip(t))+fH(eip(t))AHeip(t)

其中f(eip(t))=f(xi(t))-f(xp(t)).由假设2可得

d(‖eip(t)‖2)
dt ≤eH

ip(t)(-DH-D)eip(t)+2‖A‖‖eip(t)‖‖f(eip(t))‖ ≤

eH
ip(t)(-DH-D+2‖A‖L)eip(t)≤δeH

ip(t)eip(t) (6)
从而有

‖eip(t-
k)‖ ≤e

δ
2γ‖eip(t+

k-1)‖
由节点i,p 的任意性可得

φ(t-
k)≤e

δ
2γφ(t+

k-1),φk ≤e
δ
2γφ

︿

k-1

 第三步:证明若图序列{Gk}Tk=1 是序列连通的,则φ(tT+1)≤e
δ
2γT(1-∏

T

s=1α(ts))φ(t1).
结合式(4)和定义3可知,对任意i∈Vk,

‖xi(t+
k)‖=‖∑

N

j=1
ωij (tk)xj(tk)‖ ≤ ∑

j∈Vk-1

ωij(tk)‖xj(tk)‖+ ∑
j∈V\Vk-1

ωij(tk)‖xj(tk)‖ ≤

max
j∈Vk-1

{‖xj(tk)‖}∑
j∈Vk-1

ωij(tk)+max
j∈V
{‖xj(tk)‖}(1- ∑

j∈Vk-1

ωij(tk))

由于max
j∈Vk-1

{‖xj(tk)‖}≤max
j∈V
{‖xj(tk)‖},根据引理2可知

‖xi(t+
k)‖ ≤α(tk)max

j∈Vk-1
{‖xj(tk)‖}+(1-α(tk))max

j∈V
{‖xj(tk)‖}

∈α(tk)Φk +(1-α(tk))Φ(tk)

因此,Φ
∧

k ⊆α(tk)Φk +(1-α(tk))Φ(tk),φ
∧

k ≤α(tk)φk +(1-α(tk))φ(tk).另外,结合第一步和第二

步不难得到:φk ≤e
δ
2γφ

∧

k-1,φ(tk)≤e
δ
2γφ(t+

k-1)≤e
δ
2γφ(tk-1).因此,逐次迭代可得

φ
∧

k ≤α(tk)e
δ
2γφ

∧

k-1+(1-α(tk))e
δ
2γφ(tk-1)≤

α(tk)e
δ
2γ(α(tk-1)φk-1+(1-α(tk-1))φ(tk-1))+(1-α(tk))e

δ
2γφ(tk-1)≤

α(tk)α(tk-1)(e
δ
2γ)2φ

∧

k-2+(1-α(tk)α(tk-1))e
δ
2γφ(tk-1)≤

α(tk)α(tk-1)(e
δ
2γ)2(α(tk-2)φk-2+(1-α(tk-2))φ(tk-2))+

(e
δ
2γ)2(1-α(tk)α(tk-1))φ(tk-2)≤
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(e
δ
2γ)k-1 ∏

k

s=2
α(ts)( )φ

∧

1+(e
δ
2γ)k-1 1-∏

k

s=2
α(ts)( )φ(t1)≤

(e
δ
2γ)k-1 ∏

k

s=2
α(ts)( ) (α(t1)φ1+(1-α(t1))φ(t1))+

(e
δ
2γ)k-1 1-∏

k

s=2
α(ts)( )φ(t1)

由V0 是孤立节点集和VT =V 可知

φ
∧

k ≤ (e
δ
2γ)k-1 1-∏

k

s=1
α(ts)( )φ(t1)

φ(t+
T)≤e

δ
2γ(T-1)1-∏

T

s=1
α(ts)( )φ(t1)

结合第二步可得

φ(tT+1)≤e
δ
2γT(1-∏

T

s=1
α(ts))φ(t1)

所以

φ(tlT+1)≤e
δ
2γT 1-∏

T

s=1
α(ts)( )φ(t(l-1)T+1)≤

e
δ
2γT(1-∏

T

s=1
α(ts))( )

2
φ(t(l-2)T+1)≤

e
δ
2γT(1-∏

T

s=1
α(ts))( )

l
φ(t1) (7)

 由定理条件和式(7)可知,lim
l→∞

φ(tlT+1)=0,从而耦合神经网络式(1)是全局渐近同步的.

注1 当∏
T

s=1α(ts)=1时,虽然式(5)仍然成立,但在该条件下∑
N

j=1,j≠iωij(tk)≥1,这与假设1矛

盾,并且由式(7)可知,此时无法得到网络的渐近同步性.因此0<1-∏
T

s=1α(ts)<1.

推论1 基于假设1、假设2,如果存在正整数T 使得对任意l≥0,图序列{Gk}(l+1)Tk=lT+1 是节点连通的,
并且

e
δ
2(N-1)2γT 1- ∏

(N-1)2T

s=1
α(ts)( ) <1

那么耦合复值神经网络式(1)是全局渐近同步的.
注2 在定理1中,不连续脉冲切换拓扑下的序列连通性可解释为:t0 时刻某一复值神经网络节点V0

接收到外来信息,在t1 时刻拓扑结构切换为G1,V0 在G1 中将信息传递给邻居节点N(G1,V0),此时信息

遍历的节点集为V1=V0 ∪N(G1,V0).随后,在t2 时刻拓扑结构切换为G2,V1 中的节点在G2 中将信息

传递给邻居N(G2,V1),此时V2=V1∪N(G2,V1).以此类推,在tT 时刻拓扑结构切换第T 次时,VT-1在

GT 中与其邻居N(GT,VT-1)交换信息,此时VT =VT-1∪N(GT,VT-1)=V,通过T 次切换实现了整个网

络的信息遍历,但每次切换的网络拓扑并不总是连通的.
注3 与文献[14-18]讨论的实值耦合神经网络相比,本文研究的脉冲耦合复值神经网络具有更强的信

息存储能力和更高效的信息处理能力.在研究方法上,与传统的Lyapunov方法不同,本文主要运用直接误

差方法和凸组合技巧来分析耦合网络的同步,理论分析和判定条件更简洁直观.

3 数值模拟与仿真

考虑6个具有双复值神经元的神经网络耦合而成的复杂网络,其模型为:

ẋi(t)=-Dxi(t)+Af(xi(t))+I(t)+Ui(t),i=1,2,…,6 (8)

式(8)中xi(t)∈C2,Ui(t)为脉冲耦合策略式(2),f(xi)=(0.7tanh(xi1(t)),0.7tanh(xi2(t)))T
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 耦合网络式(8)的脉冲拓扑切换图序列如图1和图2所示,这里V0={1},V1={1,2,3},V2={1,2,

3,4,5,6}.由定义3可知,该图序列是序列连通的,且T=2.

图1 t=t2k-1 时的拓扑结构 图2 t=t2k 时的拓扑结构

 显然,α(t2k-1)=min
1≤i≤6 ∑j∈V1ω


ij(t2k-1){ }=0.3,α(t2k)=min

1≤i≤6 ∑j∈V2ω

ij(t2k){ }=0.3.通过计算,L=0.7,

δ=0.4641.对任意的k∈Z+,取0<tk -tk-1 ≤0.2=γ,那么(1-∏
T

s=1α(ts))×e
δ
2γT =0.7822<1.

由定理1可知,耦合网络式(8)是全局渐近同步的,同步模拟结果如图3和图4所示.

图3 xi1(t)的同步过程 图4 xi2(t)的同步过程

4 结语

本文研究了由复值神经网络通过脉冲耦合构成的复杂动态网络的渐近同步问题.不同于以往的连续耦

合机制,该网络节点仅在脉冲时刻进行信息交换和拓扑结构的切换.在序列连通条件下,基于直接误差法

及迭代的思想建立了脉冲耦合复值神经网络渐近同步的判定条件.结果表明在网络耦合中出现不连续通讯

时,对节点通讯进行适当地限制也能实现网络的渐近同步.在以后的工作中,将探讨在脉冲耦合机制下具

有随机切换拓扑的脉冲耦合网络的同步问题.
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