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一类半线性分数阶反应扩散方程解的整体存在性①

彭红玲, 樊明书

西南交通大学 数学学院,成都610031

摘要:研究了齐次Dirichlet边界下一类半线性分数阶反应扩散方程解的整体存在性和渐近行为.通过Caffarelli-

Silvestre延拓方法将非局部的分数阶Laplacian算子转化为局部可变分的算子,再用Galёrkin方法在适当的假设条

件下得到方程整体解的存在性,最后利用一些基本不等式得到方程解的渐近行为.
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Abstract:Inthispaper,theglobalsolutionandlongtimeasymptoticbehaviorofthesemilinearfractional

reaction-diffusionequationhavebeenstudied withhomogeneousDirichletboundary.TheCaffarelli-

SilvestreextensionmethodwasusedtotransformthenonlocalLaplacianproblemintoavariablelocal

problem.CombingGalёrkinmethod,wecangettheexistenceofsolution.Lastlyweutilizesomeinequalitiesto

getlongtimeasymptoticbehaviorofglobalsolutions.
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随着科学的发展,经典Laplacian方程Δu=0不适合生活中很多复杂的物理问题,特别是大范围不规则

的扩散现象,由此人们提出了分数阶Laplacian算子.从概率论的角度看,分数阶Laplacian算子是稳定

Lévy过程中的无穷小生成元,是Lévy飞行过程中的尺度极限[1-2],它在金融数学、概率论、生物学等领域

中有着广泛的应用[3-5].
常见分数阶Laplacian算子的定义有3种,根据Riesz位势给出的定义[6]、根据傅里叶变换给出的定
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义[7]以及利用函数延拓给出的等价定义[8].本文用文献[8]中的定义.
文献[9]研究了半线性抛物方程ut=Δu+V(x)up 在Dirchlet条件下的爆破,其中Ω 是RN 中的光滑

有界凸区域,M ≥0,V 是Lipschitz连续的,φ >0且φ 满足相容性条件.

文献[10]研究了分数阶多孔介质方程(FPME)∂u∂t+(-Δ)
σ
2(|u|m-1u)=0在RN 空间中Cauchy问题

解的存在性和唯一性,其中0<σ<2,m>0.近期还有很多关于分数阶反应扩散方程的研究[11-12].本文主

要研究的是如下一类半线性分数阶反应扩散方程:

(-Δ)su=-
ut

|x|2s
+a(x)up  x∈Ω,t>0

u=0 x∈RN\Ω,t≥0

u(x,0)=u0 x∈Ω

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(1)

的非负解的性质.其中Ω 是RN 中的有界光滑域,a(x)∈C(Ω),1<p<2*s ,2*s =
2N

N -2s
(N >2s)是

分数阶Sobolev迹嵌入定理的临界指数,(-Δ)s(0<s<1)是分数阶Laplacian算子.方程(1)描述的是一

类反常扩散现象,u 表示的是扩散物质的浓度[13],故本文默认u≥0.
将方程(1)按文献[8]中的方法进行延拓.令U:Ω×(0,∞) →R是函数u:Ω →R的延拓函数,

记

D={(x,y)|(x,y)∈Ω×(0,∞)}

D 的横向边界为∂LD=∂Ω×[0,∞),将方程(1)化为

div(y1-2s ÑU(x,y,t))=0 (x,y)∈D,t>0

U(x,y,t)=0 (x,y)∈∂LD,t>0

-lim
y→0

ksy1-2sUy(x,y)=-
Ut

x 2s +a(x)Up  (x,y)∈Ω×{0},t>0

U(x,y,0)=U0 (x,y)∈D

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(2)

记(-Δ)s= As,(-Δ)
s
2 = As

2
,0<s<1.方程(1)与方程(2)等价[8].定义方程(2)的能量泛函为[14]

E(U(t))=
1
2∫D

ksy1-2s|ÑU(t)|2dxdy-
1

p+1∫Ω×{0}
a(x)Up+1dx   U ∈Hs

0,L(D) (3)

其中

Hs
0,L(D)= U U ∈L2(D):U=0(a.e.x∈∂LD),∫D

ksy1-2s|ÑU|2dxdy< ∞{ }
这里

‖U‖=∫D
ksy1-2s|ÑU|2dxdy( )

1
2

同理方程(1)的能量泛函定义为

I(u(t))=
1
2∫Ω

|As
2
u(t)|

2

dx-
1

p+1∫Ω
a(x)up+1dx   u∈Hs

0(Ω) (4)

受文献[13-16]的启发,定义

h(U)=∫D
ksy1-2s|ÑU|2dxdy   g(U)=∫Ω×{0}

a(x)U
p+1

dx   H(U)=h(U)-g(U)

对E(U(t))关于t求导,得

dE(U(t))
dt =∫D

ksy1-2s ÑU·ÑUtdxdy-∫Ω×{0}
a(x)UpUtdx=-∫Ω×{0}

U2
t

|x|2s
dx≤0
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因为a(x)∈C(Ω),Ω 是有界区域,故存在m,M >0,使得m ≤|a(x)|≤M 成立.定义势井(稳定集)为

Σ1={U ∈Hs
0,L(D)|0≤E(λU)<d,λ∈ [0,1]}

定义势井的深度为

d=inf{sup
λ≥0

E(λU)|U ∈Hs
0,L(D),U ≠0}

 本文的主要结果如下:

定理1 若1<p≤p*,p* =
N

N -2s
,u0 ∈Σ1,则方程(1)存在整体解u=u(x,t;u0).

定理2 若U=U(x,y,t;U0)是方程(2)的解,且U0 ∈Σ1,则存在α>0,使得

∫D
ksy1-2s|ÑU(x,y)|2dxdy=O(e-αt)   t→ ∞

 定理3 若U=U(x,y,t;U0)是方程(2)的整体解,且在Hs
0,L(D)上关于t一致有界,则在Hs

0,L(D)

中,对任意序列{t}n,当tn → ∞ 时,存在一个稳定解w,使得U(x,y,tn;U0)→w.

1 解的整体存在性

为证明定理1,先引入引理1、引理2,其证明过程与文献[12]中的相关结论的证明类似,此处省去

证明.

引理1 d=
p-1
2(p+1)

ϑ-
2(p+1)
p-1 ,其中1

ϑ = inf
U∈Hs

0,L(D)
U≠0

h
1
2(U)

g
1

p+1(U)
.

由分数阶Sobolev迹嵌入不等式(证明见文献[17]),设1
ϑ1

是最好的嵌入指数,由于|a(x)|∈ [m,M],

则有

m
1

p+1

ϑ ≤
1
ϑ1 ≤

M
1

p+1

ϑ

 引理2 若1<p≤p*,p* =
N

N -2s
,令ρn(x)=min{|x|-2s,n},βn(x)=min{a(x)up,n},则

对任意的T >0和任意un0 ∈C∞
0 (Ω),a(x)∈C(Ω),u∈Hs

0(Ω),方程

ρn(x)̇un +Asun =βn(un)  x∈Ω,t∈ (0,T]

un(x,t)=0 x∈RN\Ω,t∈ [0,T]

un(x,0)=un0 x∈Ω

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)

存在整体解un ∈C([0,T];Hs
0(Ω)),使得u̇n ∈L2([0,T];Hs

0(Ω)),̇un =
∂un

∂t .

定理1的证明.
证  由引理2可知,方程(5)存在弱解un∈C([0,T];Hs

0(Ω)).在Hs
0(Ω)中,un0∈C∞

0 (Ω),un0→u0,

且存在ε0>0使得I(un0
)≤I(u0)+ε0<d.在方程ρn(x)̇un+Asun=a(x)up

n 两边同乘̇un,再在Ω×(0,t)

上积分,可得

∫
t

0∫Ω
ρn(x)̇u2

n(τ)dxdτ+I(un)=I(un0
)≤I(u0)+ε0 <d (6)

下证 ∀t∈[0,T],un(t)∈Σ1.用反证法,设存在最小时间t*,使得un(t*)∉Σ1.因为un∈C([0,T];

Hs
0(Ω)),且E(U(t))关于t单调递减,则un(t*)∈∂Σ1,即I(un(t*))=d 或∫Ω

As
2un(t*)2dx =

∫Ω
a(x)un (t*)p+1dx.显然第一种情况与(6)式矛盾.将第二种情况代入I(un),再结合ϑ的定义和引理1,
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可得

I(un(t*))=
p-1
2(p+1)∫Ω

As
2un(t*)

2

dx≥
p-1
2(p+1)

ϑ-
2(p+1)
p-1 =d

这也与(6)式矛盾.所以 ∀t∈ [0,T],un(t)∈Σ1.由Σ1 的定义,有

∫
t

0∫Ω
ρn(x)̇u2

n(τ)dxdτ+
p-1
2(p+1)∫Ω

As
2un(t)2dx<I(un0

)<d (7)

即有

∫
t

0∫Ω
ρn(x)̇u2

n(τ)dxdτ<d   ∫Ω
As

2un(t)2dx<
2(p+1)
p-1

d

由(7)式,可得

∫Ω
a(x)up+1

n dx≤M∫Ω
up+1

n dx≤
M
mϑp+1 2(p+1)

p-1
(I(u0)+ε0)

æ

è
ç

ö

ø
÷

p-1
2

∫Ω
As

2un(t)2dx

 令

δ=ϑp+1 2(p+1)
p-1

(I(u0)+ε0)
æ

è
ç

ö

ø
÷

p-1
2

由引理1和I(u0)+ε0 <d,可知当ε0 取足够小时,有

0<δ<
m
M <ϑp+1 2(p+1)

p-1
dæ

è
ç

ö

ø
÷

p-1
2

=1

令γ=1-δ∈ (0,1),则有

∫Ω
a(x)up+1

n dx<
M
m
(1-γ)∫Ω

As
2un(t)2dx (8)

方程ρn(x)̇un +Asun =a(x)up
n 两边同乘un,再在Ω×{0}上积分,得

1
2∫Ω

ρn(x)u2
ndx+C1∫

t

0∫Ω
Asun(τ)2dxdτ<

1
2∫Ω

ρn(x)u2
n0dx≤C

其中C1=1-
M
m
(1-γ)>0,C 是与n,T 无关的常数.所以{un}∞n=1 在L2([0,T];Hs

0(Ω))中一致有界.

综上所述,对任意的T ≥0,序列{un}都存在一个u,使得

un →u   a.e.x∈ΩT

ρṅun⇀
u̇
x 2s

,As
2un⇀As

2u   x∈L2(ΩT)

un⇀u   x∈L2([0,T];Lp+1(Ω))

un⇀u   x∈L∞([0,T];Hs,p
0 (Ω))

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

所以方程(1)存在整体解.

2 渐近行为

在本节中,为证明定理2和定理3,先引入引理3,其证明过程参见文献[12].
引理3 Σ1=Σ*

1 ∪ {0},其中Σ*
1 ={U U ∈Hs

0,L(D),E(U)<d,H(U)=h(U)-g(U)>0}.
定理2的证明.
由引理3,对 ∀t≥0,有 H(U(t))≥0.则

E(U0)≥E(U)=
1
2h
(U)-

1
p+1g

(U)=
p-1
2(p+1)

h(U)+
1

p+1
H(U)>

p-1
2(p+1)

h(U) (9)

由分数阶Sobolev迹嵌入不等式,有
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g(U)≤
M
mϑp+1h

p+1
2 (U)<

M
mϑp+1 2(p+1)

p-1
E(U0)

æ

è
ç

ö

ø
÷

p-1
2

h(U)

 与定理1中证明过程相似,令δ=ϑp+1 2(p+1)
p-1

E(U0)
æ

è
ç

ö

ø
÷

p-1
2
,同样选适当的U0 使得0<δ<

m
M <1.

再令γ=1-δ∈ (0,1),则

g(U)≤
M
m
(1-γ)h(U) (10)

构造f(t)=
1
2∫

t

0∫Ω×{0}

U 2

x 2sdxdτ,计算得

f″(t)=∫D
-ksy1-2s ÑU

2

dxdy+∫Ω×{0}
a(x)Up+1dx=-H(U) (11)

在(11)式中,对任意的T >t0,由Hardy不等式[18]有

∫
T

t
H(U(τ))dτ=

1
2∫Ω×{0}

U(t)2

x 2s dx-
1
2∫Ω×{0}

U(T)2

x 2s dx<
1
2∫Ω×{0}

U(t)2

x 2s dx<
HN,s

2 h(U)(12)

所以,当t∈ [t0,T)时,结合(9)式和(12)式有

∫
T

t
H(U(τ))dτ<

HN,s

2
2(p+1)
p-1

E(U(t))=cE(U(t)) (13)

由(10)式知,当t∈ [t0,∞)时,有

h(U)≤
1

1-
M
m
(1-γ)

H(U)=
m

m+Mγ-MH(U) (14)

结合(9)式和(14)式可知,当t∈ [t0,T)时,有

E(U)≤
m(p+1)

2(p+1)(m+Mγ-M)+
1

p+1
æ

è
ç

ö

ø
÷ H(U) (15)

由(13)式和(15)式可知

∫
T

t
E(U(τ))dτ<C m(p-1)

2(p+1)(m+Mγ-M)+
1

p+1
æ

è
ç

ö

ø
÷E(U(t))=C2E(U(t))

则对任意的T0 >t0,若T0 满足C2 ≤T0,当t≥t0 时,有∫
∞

t
E(U(τ))dτ≤T0E(U(t)).

令y(t)=∫
∞

t
E(U(τ))dτ>0,则y'(t)≤-

1
T0

y(t).由Gronwall不等式和E(U(t))的单调性可得

y(t)≤y(T0)e∫
t

T0
-
1
T0dτ =y(T0)e-

t-T0
T0 ≤T0E(U(T0))e1-

t
T0 ≤T0E(U(t0))e1-

t
T0 (16)

及

y(t)=∫
∞

t
E(U(τ))dτ≥∫

T0+t

t
E(U(τ))dτ≥T0E(U(T0+t))

由(16)式可得,对 ∀t>T0,有E(U(T0+t))≤E(U(t0))e1-
t
T0.结合(9)式,可得

h(U(T0+t))<
2(p+1)
p-1

E(U(T0+t))<
2(p+1)
p-1

E(U(t0))e1-
t
T0 =Ce-αt

其中C=
2e(p+1)

p-1
E(U(t0)),α=

1
T0

.

定理3的证明 对任意序列tn→∞,令Un=U(x,y,tn;U0).由于自反巴拿赫空间的有界序列都是

弱紧的,所以存在一个序列{Un}和函数U,使得
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Un⇀U   x∈Hs
0,L(D)

Un →U   x∈Lp+1(Ω×{0})

Un →U   a.e.x∈Ω×{0}

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

令测试函数

φ(x,y,t)=
ρ(t-tn)ψ(x,y)  t>tn,x∈Ω

0 0≤t≤tn,x∈Ω{
其中ψ ∈HS

0,L(D),ρ∈C2
0(0,1),ρ≥0,∫

1

0
ρ(s)ds=1.由弱解的定义,有

∫
tn+1

tn ∫D
-ρ(t-tn)ksy1-2s ÑU·Ñψdxdy-∫Ω×{0}

Ut

x 2sρ(t-tn)ψdx+∫Ω×{0}
a(x)Upρ(t-tn)ψdx

é

ë
êê

ù

û
úúdt=0 (17)

对(17)式等号左边第二项用分部积分法,结合ρ(0)=ρ(1)=0,令δ=t-tn,得

∫
1

0∫D
-ρ(δ)ksy1-2s ÑU(tn +δ)·Ñψdxdy+∫Ω×{0}

U(tn +δ)
x 2s ρ'(δ)ψ+a(x)Up(tn +δ)ρ(δ)ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷dxé

ë
êê

ù

û
úúdδ=0 (18)

因为U(tn +δ)(0≤δ≤1)在 Hs
0,L(D)中一致有界,所以存在序列{tn}和函数ωδ,ω,使得

‖U(tn +δ)-ωδ‖Lp+1(Ω×{0})→0   ‖U(tn)-ω‖Lp+1(Ω×{0})→0
下证在Ω×{0}中几乎处处有ωδ =ω.结合能量等式和Hölder不等式,当tn → ∞ 时,有

∫Ω×{0}

U(tn +δ)-U(tn
)2

x 2s dx≤∫Ω×{0}

1
x 2s ∫

tn+δ

tn
12dτ( )

1
2∫

tn+δ

tn
U2

τdτ( )
1
2 2

dx=δ∫
tn+δ

tn∫Ω×{0}

U2
τ

x 2sdxdτ→0

因为0≤δ≤1,当tn→∞时,有‖U(tn +δ)-U(tn)‖L2(Ω×{0})→0,即在Ω×{0}中几乎处处有ωδ=ω.重

新整理(18)式,可得

∫
1

0∫D
-ρ(δ)ksy1-2s ÑU(tn)·Ñψdxdy+∫Ω×{0}

U(tn)
x 2sρ'(δ)ψ+a(x)Up(tn)ρ(δ)ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷dxé

ë
êê

ù

û
úúdδ-

∫
1

0∫D
ksy1-2s(ÑU(tn +δ)- ÑU(tn))ρ(δ)·Ñψdxdydδ+∫

1

0∫Ω×{0}

U(tn +δ)-U(tn)
x 2s ρ'(δ)ψdxdδ+

∫
1

0∫Ω×{0}
(Up(tn +δ)-Up(tn))a(x)ρ(δ)ψdxdδ=0 (19)

由勒贝格控制收敛定理可知,当tn → ∞ 时,(19)式后3项趋近于0.对第二项,有

∫
1

0∫Ω×{0}

U(tn)
x 2sρ'(δ)ψdxdδ→∫

1

0∫Ω×{0}

ω
x 2sρ'(δ)ψdxdδ=∫Ω×{0}

ω
x 2sψ(ρ(1)-ρ(0))dx=0

又因为∫
1

0
ρ(δ)dδ=1,所以(19)式可简化为

∫D
ksy1-2s ÑU(tn)·Ñψdxdy-a(x)Up(tn)ψdx=o(1)   n→ ∞

故U(tn)在弱意义上趋近于一个稳定解.
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