
第47卷 第4期 西 南 师 范 大 学 学 报 (自然科学版) 2022年4月

Vol.47 No.4  JournalofSouthwestChinaNormalUniversity(NaturalScienceEdition) Apr. 2022

DOI:10.13718/j.cnki.xsxb.2022.04.009

高维球冠上的Yamabe问题①
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摘要:Yamabe问题是微分几何中很重要的一类问题.本文研究了高维球冠 Mn(n≥4)上的Yamabe问题.首先利用

球极投影,将球面上的度量诱导到球冠边界上,计算得到球冠边界的数量曲率;然后提出了球冠上的一类带边界条

件的Yamabe方程,并且得到了该方程的一组解.
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Abstract:Yamabeproblemisanimportantkindofproblemindifferentialgeometry.Inthispaper,Yamabe
problemhasbeenstudiedonhighdimensionalsphericalcapMn(n≥4).Firstly,themeasurementonthe
sphereisinducedtothesphericalcapboundarybyusingsphericalpoleprojection,andthescalarcurvature
ofthesphericalcapboundaryiscalculated.Then,aclassofYamabeEquationswithboundaryconditions
onthesphericalcapisproposed,andasetofsolutionsoftheequationsareobtained.
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文献[1]提出了Yamabe问题:在每个m(≥3)维紧致无边黎曼流形(M,g)上,是否存在一个与g共

形且具有常数量曲率的度量? 经过文献[1-4]的研究,Yamabe问题得到了彻底的解决,并由此带来几何

分析中一系列新的进展[5].
长期以来,Yamabe问题的研究主要围绕着不带边界的紧致黎曼流形进行[6-7],得到了令人满意的结

果.对于带非空边界的紧黎曼流形,是否也有相应的Yamabe问题呢? 文献[8]研究了紧致带边流形上的

Yamabe问题.文献[9]通过构造局部测试函数,给出了在带边流形上的Yamabe问题的一个存在定理.文
献[10-11]也讨论了具有正Ricc曲率和凸边界的紧黎曼流形的相关问题.

本文研究球冠上的Yamabe问题,利用局部嵌入以及两次球极投影[12],将标准球面上的度量诱导到球

冠边界上,得到球冠边界的度量[13];提出了球冠上的一类带边界条件的Yamabe方程,并且得到了该方程

的一组解.
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1 预备知识

球极投影σ:Sn -{N} →Rn 将Sn 上(除北极点 N 外)任意一点P(ξ1,…,ξn,τ)通过北极点

N(0,…,0,1)映照到欧氏空间Rn 上的一点U(u1,…,un).我们知道,σ-1 可写为

(ξ,τ)=
2u

|u|2+1
,|u|2-1
|u|2+1
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è
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÷ (1)

其中|u|2=∑
n

i=1

(ui)2.

在球极投影下,球面上的标准度量表示为

h=
4

(|u|2+1)2ξE

其中ξE 是欧氏空间上的标准度量.在欧氏空间Rn 的笛卡尔坐标系下,ξE =δαβduα ⊗duβ,从而

hαβ =
4

(|u|2+1)2
δαβ (2)

我们知道,数量曲率在共形变换g􀮨=ψ
4

n-3g 下的变换公式为
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Δgψ+Sgψ
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 球面的标准度量h是一个Einstein度量,任何与h共形且具有常数量曲率的度量也是Einstein度量.由
于这个度量的 Weyl曲率是0,因此它具有常截面曲率.所以这个度量与标准度量是等距的.我们利用标准

球面Sn 上的球极投影,以及Rn 上的伸缩、平移、旋转变换,构造出球面Sn 上的共形变换,从而得到以下

结果:

若(Sn,h)是维数n≥3的标准单位球面,设g=ϕ
4

n-2
0 h∈ [h].标准单位球面上的Yamabe方程为

Δhϕ0+
n-2
4(n-1)

Shϕ0=
n-2
4(n-1)

λϕ
n+2
n-2
0 (4)

该方程在λ=n(n-1)时具有标准解

ϕ0=(β2-1)
n-2
4 (β-cosdh(x0,x))-

n-2
2 (5)

其中β>1,x0 是球面上的一点[14].

2 主要定理及其证明

如图1,令球冠M 的半径为r(r≤1),其边界为􀆟M.令h 是球面上的标准度量在球冠上的限制,g=
φ*h 是通过包含映射φ:􀆟M →M 得到的球冠边界上的诱导度量.

图1 球冠及其边界上的球极投影
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第一次球极投影σ以N(0,…,0,1)为投影中心,将点Q(x1,…,xn,- 1-r2)映到点Q'(u1,…,

un,0),计算得到

ui=
1

1+ 1-r2
xi   i=1,…,n (6)

 第二次球极投影σ􀮨 以 N'(0,…,r,- 1-r2)为投影中心,将球冠边界上任意一点Q(x1,…,xn,

- 1-r2)映到点Q″(v1,…,vn-1,0,- 1-r2),计算得到

xi=
2r2

|v|2+r2
vi   i=1,…,n-1

xn =|v|2-r2

|v|2+r2
r
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 引理1 设hαβ(α,β=1,…,n)是球面Sn 上标准度量h在球极投影σ下的分量,gij(i,j=1,…,n-1)

是h 球冠边界􀆟M 的诱导度量g 在球极投影σ􀮨 下的分量,则

gij(x)=
4r4

(1+ 1-r2)2(|v|2+r2)2
hij(x)   x∈􀆟M -{N'}

 证  将球极投影(6),(7)式进行复合,得到包含映射φ:􀆟M -{N'} →Sn -{N}的表达式
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计算得到
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由于g=φ*h,所以

gij =
􀆟uα

􀆟vi
􀆟uβ

􀆟vjhαβ =

∑
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k=1
∑
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而hαβ =
4

(|u|2+1)2
δαβ,其中|u|2=∑

n

α=1

(uα)2,故

gij =
4r4

(1+ 1-r2)2(|v|2+r2)2
hij

引理1得证.
我们接下来考虑球冠边界上 Yamabe方程的解.如果在球冠(M,h)上给出一个h 的共形度量􀭹h=

ϕ
4

n-2h,则在球冠(M,h)上的Yamabe方程为

Δhϕ+
n-2
4(n-1)

Shϕ=
n-2
4(n-1)

λϕ
n+2
n-2 (10)

这个方程在h是球面标准度量的情况下是有标准解的.由引理1可知,在给出h的共形度量下,球冠边界也

诱导出相应的共形度量
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g􀮨=ϕ
4

n-2g=(ϕ
n-3
n-2)

4
n-3g

由于球冠边界比球冠低一维,于是令ϕ(x)=ϕ
n-3
n-2(x),x ∈􀆟M ,那么

g􀮨=ϕ
4

n-3g
所以在边界(􀆟M,g)上,Yamabe方程为

Δgϕ+
n-3
4(n-2)

Sgϕ=
n-3
4(n-2)

λϕ
n+1
n-3 (11)

 定理1 对于球冠M(n=dimM ≥4),带边界条件的Yamabe方程

Δhϕ+
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有解,其中λ,λ 是常数,ϕ(x)=ϕ
n-3
n-2(x),x ∈􀆟M.

证  由球冠边界的度量,我们很容易得到球冠边界(􀆟M,g)(n=dimM ≥4)的数量曲率Sg.由(1)式
与引理1可知

gij =
16r4

(1+ 1-r2)2(|u|2+1)2(|v|2+r2)2
δij

令

A=
16r4

(1+ 1-r2)2(|u|2+1)2

由(6)式可知,在球冠边界上|u|2=
r2

(1+ 1-r2)2
,因此A 是常数.令

ψ
4

n-3=
A

(|v|2+r2)2

从而可得

ψ=(A)
n-3
4 (|v|2+r2)-

n-3
2 (13)

考虑共形变换gij =ψ
4

n-3δij.我们知道,欧氏空间的数量曲率SξE =0,所以欧氏空间的拉普拉斯算子

ΔξEψ=-∑
n-1

i=1

􀆟ψ
􀆟vi
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=

-(A)
n-3
4 (n-3)(n-1)[-(|v|2+r2)-

n+1
2 |v|2+(|v|2+r2)-

n-1
2 ]

由(3)式得到球冠边界的数量曲率

Sg =(n-1)(n-2)
[r2+(1+ 1-r2)2]2

4r2(1+ 1-r2)2
(14)

我们知道,标准球面Sn 上的Yamabe方程具有标准解

ϕ0=(β2-1)
n-2
4 (β-cosdh(x0,x))-

n-2
2

其中β>1,x0 是与球面上北极点相关的点,x 是球面上任意一点.那么这个解同样适用于球冠(Mn,h)
上,即满足

Δhϕ+
n-2
4(n-1)

Shϕ=
n-2
4(n-1)

λϕ
n+2
n-2

其中λ=n(n-1).
当这个共形变换只由伸缩、旋转生成时,易知x0为北极点N 或南极点S,此时ϕ0是旋转对称的.当限

制在球冠边界􀆟M 上时,ϕ0 为常数,记为Λ,从而

􀭵ϕ0=ϕ
n-3
n-2
0 =Λ

n-3
n-2 (15)
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因此Δg
􀭵ϕ0=0.从而

n-3
4(n-2)

SgΛ
n-3
n-2=

n-3
4(n-2)

λΛ
n+1
n-2

由(14)式可知

λ=SgΛ
-
4

n-2=(n-1)(n-2)
[r2+(1+ 1-r2)2]2

4r2(1+ 1-r2)2
Λ-

4
n-2

即在球冠边界􀆟M 上,满足

ΔgΛ
n-3
n-2+

n-3
4(n-2)

SgΛ
n-3
n-2=

n-3
4(n-2)

􀭵λΛ
n+1
n-2

其中

􀭵λ=(n-1)(n-2)
[r2+(1+ 1-r2)2]2

4r2(1+ 1-r2)2
Λ-

4
n-2

 我们将流形内部的几何性质与边界的几何性质相联系,提出了球冠上的Yamabe方程的一类边界条

件,利用球面Yamabe方程的解,构造出球冠上相应边值问题的解.这样的结果能否推广到一般的带边界

流形以及如何推广,还有待进一步研究.
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