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一个种群与环境资源相互作用模型
的有限差分逼近①

王文静, 靳欢欢, 黄启华

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:本文建立并研究了一个种群与资源相互作用的数学模型.该模型由一个一阶双曲偏微分方程和一个微分-

积分方程耦合而成,其中双曲方程描述了受资源影响的大小结构、种群的生长和死亡过程;微分-积分方程描述了

资源的输入、衰减以及种群对资源的消耗过程.通过对模型进行离散化,建立了模型的隐式有限差分逼近格式,证

明了有限差分逼近的收敛性及模型弱解的存在唯一性.
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Abstract:Inthispaper,amathematicalmodelfortheinteractionbetweenapopulationandaresourcehas
beenestablishedandstudied.Themodeliscomposedofafirstorderhyperbolicpartialdifferentialequation
coupledwithanintegraldifferentialequation.Thehyperbolicequationdescribesthegrowthanddeath

processesofthesize-structuredpopulationundertheinfluenceoftheresources.Bydiscretizingthemodel,

animplicitfinite-differenceapproximationschemeofthemodelhasbeenestablished,theconvergenceof
thefinite-differenceapproximationandtheexistenceanduniquenessoftheweaksolutionofthemodelbeenproved.
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从环境和自然发展的角度来看,研究种群和自然资源之间相互依赖的关系是很有意义的.许多科研工

作者建立并研究了一系列描述种群与资源相互作用的数学模型,例如:文献[1-2]研究了微生物在培养皿中
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对单一营养物质竞争的数学理论;文献[3-7]建立并研究了恒化器中两个物种竞争同一种资源的竞争模型.
值得注意的是,上述模型都是由常微分方程组给出,其中包含的种群的所有个体被假定是相同的.然而,现

实中同一种群的不同个体由于年龄、大小等方面的差异会导致不同个体之间存在不同的出生率、增长率、
死亡率[8-12],而且不同个体消耗资源的能力以及受资源影响的程度也可能是不同的.因此在本文中,我们建

立并研究一个大小结构的种群和资源相互作用的数学模型.
考虑一个大小结构的种群和资源的相互作用.用u(x,t)表示大小为x 的个体在t时刻的密度,其中

x∈[xmin,xmax],∫
x2

x1
u(x,t)dt代表在t时刻大小在x1 和x2 之间的个体数量.用R(t)表示在t时刻的资

源密度.一个描述种群和资源之间相互作用的数学模型为


tu
(x,t)+


x
[g(x,R(t))u(x,t)]=-d(x,R(t))u(x,t)

dR
dt=h-qR-∫

xmax

xmin
f(x,R)u(x,t)dx

g(xmin,R(t))u(xmin,t)=∫
xmax

xmin
β(x,R(t))u(x,t)dx

u(x,0)=u0(x)

R(0)=R0

(1)

其中:第一个方程描述了种群在资源影响下增长和死亡的过程,函数g(x,R)表示环境资源为R 时,大小

为x的个体的增长率,d(x,R)表示环境资源为R 时,大小为x的个体的死亡率;第二个方程描述了资源

的输入、衰减以及种群对资源的消耗,参数h表示资源的输入率,q表示资源的衰减系数,积分项∫
xmax

xmin
f(x,

R)u(x,t)dx表示所有个体对资源的总消耗率,f(x,R)表示依赖于大小的功能反应函数,即假设不同大

小的个体有不同的摄取资源的能力.假设函数f(x,R)满足以下条件:f(x,0)=0,它是关于R 的增函数

且有上界.一个典型的功能函数的例子为如下的Holling-II形式:

f(x,R)=
c(x)R
H +R

其中c(x)是摄取率,H 是半饱和常数.模型的第三个方程为对应于第一个方程的边界条件,描述了种群在

资源影响下的出生过程,其中函数β是资源为R 时,大小为x 的个体的繁殖率.在模型的最后两个等式中,

u0(x)是初始种群密度,R0 是资源的初始值.

1 弱解和有限差分

定义1 若一个区间I⊆R,其上的一个映射u:I →Rn,并且我们在区间I上作N+1个分点xi,

有x0<x1<…<xN .定义u的全变差(totalvariation)为Tot.Var.{u}=
·
sup∑

N

i=1
|u(xi)-u(xi-1)|{ },

如果u 是有界的,则称u 有有界变差(boundedvariation),根据英文首字母缩写,简记为u∈IBV.
设D=[xmin,xmax]×[0,∞),并且c是足够大的正常数.假设模型(1)中的参数满足下面条件:
(A1)g:D →R是关于x 和R 的带有Lipschitz常数L 的Lipschitz函数,满足 sup

(x,R(t))∈D
g(x,R(t))≤

c.并且,当x ∈ [xmin,xmax)时,g(x,R(t))>0,g(xmax,R(t))=0.gx(x,R(t))是关于x 和R 的

Lipschitz常数为L 的Lipschitz函数.
(A2)d:D →R是关于x 和R 的Lipschitz常数为L 的Lipschitz函数,并且 sup

(x,R(t))∈D
d(x,R(t))≤c.

(A3)β:D →R是关于x 和R 的Lipschitz常数为L 的Lipschitz函数,并且 sup
(x,R(t))∈D

β(x,R(t))≤c.

(A4)R:[0,T] →R上界为c的非负连续函数.
(A5)u0 ∈BV[xmin,xmax]且u0(x)≥0.
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(A6)R0 ∈BV[xmin,xmax]且R0(x)≥0.
仿照文献[13],将模型(1)中的第一个方程乘φ(x,t),再通过分部积分并利用初始条件和边界条件,

定义模型(1)的弱解如下:
定义2 一个函数u∈IBV([xmin,xmax]×[0,T]),如果满足以下条件就称为模型(1)的弱解:

∫
xmax

xmin
u(x,t)φ(x,t)dx-∫

xmax

xmin
u0(x)φ(x,0)dx=

∫
t

0∫
xmax

xmin
u(φτ +gφx -dφ)dxdτ+∫

t

0
φ(xmin,τ)∫

xmax

xmin
βudxdτ

R(t)=ht-∫
t

0
R(τ)qdτ-∫

t

0∫
xmax

xmin
f(x,R)u(x,τ)dxdτ

其中φ ∈C1((xmin,xmax)×(0,T)).

我们将区间[xmin,xmax]和[0,T]分别分成n和l个子区间.本文令Δx=
(xmax-xmin)

n
和Δt=

T
l

分

别表示大小和时间的区间长度.区间点由:xj=xmin+jΔx,j=0,1,…,n;tk=kΔt,k=0,1,…,l给出.
用uk

j 表示u(xj,tk)的有限差分逼近,设

gk
j =g(xj,R(tk)),dk

j =d(xj,R(tk)),βk
j =β(xj,R(tk)),Rk =R(tk),fk

j =f(xj,R(tk))
定义差分算子

D-
Δx(uk

j)=
uk

j -uk
j-1

Δx
,1≤j≤n

及uk
j 的ℓ1 范数和ℓ∞ 范数为

‖uk‖1=∑
n

j=1
|uk

j|Δx,‖uk‖∞ =max
j
|uk

j|

使用隐式有限差分格式,对系统进行如下的离散化:

uk+1
j -uk

j

Δt +
gk

juk+1
j -gk

j-1uk+1
j-1

Δx +dk
juk+1

j =0,1≤j≤n

Rk+1-Rk

Δt =h-qkRk -∑
n

j=1
f(xj,Rk)uk+1

j Δx

g0
kuk+1
0 =∑

n

j=1
βk

juk
jΔx

(2)

初始条件为

u0
0=u0(0),u0

j =
1
Δx∫

jΔx

(j-1)Δx
u0(x)dx,j=1,2,…,n

vk
j =1+

Δt
Δxg

k
j +Δtdk

j,j=1,2,…,n

令u➝k+1=[uk+1
0 ,uk+1

1 ,…,uk+1
n ]T ∈Rn+1,则差分格式(2)可表示成如下矩阵形式:

Aku➝k+1=f
➝
k (3)

这里f
➝
k = ∑

n

j=1
βk

juk
jΔx,uk

1,…,uk
n[ ]

T,并且Ak 是如下三角矩阵:

Ak =

gk
0 0 0 … 0 0

-
Δt
Δxg

k
0 vk

1 0 … 0 0

0 -
Δt
Δxg

k
1 vk

2 … 0 0

… … … … … …

0 0 0 … -
Δt
Δxg

k
n-1 vk

n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷
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Rk+1=Δth-ΔtRk+1q-Δt∑
n

j=1
f(xj,Rk+1)uk+1

j Δx+Rk

gk
0uk+1

0 =∑
n

j=1
βk

juk
jΔx (4)

 引理1 假设Δt选择得足够小,使得2cΔt≤1.那么线性系统(3),(4)有唯一的非负解.
证 由于Δt选择得足够小,使得2cΔt≤1,很明显Ak

1的对角元素是正的,而次对角元素是非正的.事

实上,vk
1 ≥

1
2.剩下部分的证明过程类似文献[14]中的定理7.2,此处省略.

2 有限差分逼近的估计

首先证明差分逼近在l1 空间的范数是有界的.
引理2 假设引理1成立,则存在一个正常数B1,使得 ‖uk‖1+|Rk|≤B1.
证  将(2)式的第一个等式左右两边乘Δx,并将j=1,…,n 对应的各式相加,有

‖uk+1‖1(1+cΔt)+ gk
nuk+1

n -∑
n

j=1
βk

juk
jΔx( )Δt≤ ‖uk‖1 (5)

用类似的方式处理(2)式的第二个等式,有

Rk+1(1+cΔt)≤Rk +hΔt (6)

现在令Sk =‖uk‖1+|Rk|并且将(5)式和(6)式相加,有

Sk+1(1+cΔt)≤Sk +hΔt+(∑
n

j=1
βk

juk
jΔx-gn

kun
k+1)Δt≤

Sk +hΔt+∑
n

j=1
βk

juk
jΔxΔt+|Rk|≤

Sk(1+max
j
{βk

j}Δt)+hΔt≤Sk(1+cΔt)+hΔt

 再证明差分逼近在l∞ 空间的范数是有界的.
引理3 假设引理1成立,则存在一个正常数B2,使得 ‖uk‖∞ ≤B2.
证  设uk+1

j0 =max
j

uk+1
j .如果j0=0,则利用(2)式的第三个等式,可得

uk+1
j0 ≤

max
j
βk

j∑
n

j=1
uk

jΔx

gk
0

≤
cB1

min
R∈[0,B1]

g(xmin,R)
(7)

如果1≤j0 ≤n,则利用(2)式的第一个等式,可得

uk+1
j0 -uk

j0

Δt +dk
j0u

k+1
j0 ≤

uk+1
j0 -uk

j0

Δt +
gk

j0u
k+1
j0 -gk

j0-1u
k+1
j0-1

Δx +dk
j0u

k+1
j0 =0 (8)

因此有(1+cΔt)uk+1
j0 ≤uk

j0
,这意味着

‖uk+1‖∞ ≤
1

1+cΔt
æ

è
ç

ö

ø
÷

k+1

‖u0‖∞ (9)

根据(7)-(9)式,我们有

‖uk+1‖∞ ≤max
1

1+cΔt
æ

è
ç

ö

ø
÷

k+1

‖u0‖∞,
cB1

min
R∈[0,B1]

g(xmin,R){ }
因此存在正常数B2,使得 ‖uk+1‖∞ ≤B2.

下一个引理证明了近似uk
j 具有有界的全变差.在建立模型(1)的弱解的差分逼近收敛的过程中,这个

界起着重要作用.
引理4 假设引理1成立,则存在一个正常数B3,使得 ‖D-

Δx(uk)‖1 ≤B3.
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证  设ηk
j =D-

Δx(uk
j)并且将算子D-

Δx 运用到(2)式的第一个等式得到

ηk+1
j -ηk

j

Δt +D-
Δx

gk
juk+1

j -gk
j-1uk+1

j-1

Δx
æ

è
ç

ö

ø
÷+D-

Δμ(dk
juk+1

j )=0,2≤j≤n (10)

另一方面,如果j=1,那么

ηk+1
1 -ηk

1

Δt =
1
Δt

uk+1
1 -uk+1

0

Δx -
uk
1-uk

0

Δx
æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
Δx

uk+1
1 -uk

1

Δt -
uk+1
0 -uk

0

Δt
æ

è
ç

ö

ø
÷

因此,由(2)式的第一个等式有

ηk+1
1 -ηk

1

Δt =-
1
Δx

uk+1
0 -uk

0

Δt +D-
Δx(gk

1uk+1
1 )+dk

1uk+1
1

æ

è
ç

ö

ø
÷ (11)

将(10)式乘sgn(ηk+1
j )Δx,再将j=2,…,n对应的各式相加,并且注意到-ηk

jsgn(ηk+1
j )≥-|ηk

j|,则有

|ηk+1
j |-|ηk

j|
Δt Δx+ D-

Δx
gk

juk+1
j -gk

j-1uk+1
j-1

Δx
æ

è
ç

ö

ø
÷+D-

Δx(dk
juk+1

j )é

ë
êê

ù

û
úúsgn(ηk+1

j )Δx≤0

其中2≤j≤n.为了记号的方便,令dk
0=0和D-

Δx(gk
0uk+1

0 )=-
uk+1
0 -uk

0

Δt
,将(11)式乘sgn(ηk+1

1 )Δx 并

与(10)式相加,得到

|ηk+1
1 |-|ηk

1|
Δt Δx+ D-

Δx
gk
1uk+1

1 -gk
0uk+1

0

Δx
æ

è
ç

ö

ø
÷+D-

Δx(dk
1uk+1

1 )
é

ë
êê

ù

û
úúsgn(ηk+1

1 )Δx≤0

将j=1,2,…,n 对应的各式相加,得到

‖ηk+1‖1-‖ηk‖1
Δt +∑

n

j=1

[D-
Δx(D-

Δx(gk
juk+1

j ))+D-
Δx(dk

juk+1
j )]sgn(ηk+1

j )Δx≤0 (12)

容易得到

∑
n

j=1
D-
Δx(D-

Δx(gk
juk+1

j ))sgn(ηk+1
j )Δx≥|gk

nηk+1
n |+

uk+1
0 -uk

0

Δt sgn(ηk+1
1 ) (13)

由不等式(12)和(13),得到

‖ηk+1‖1-‖ηk‖1
Δt ≤-∑

n

j=1
D-
Δx(dk

juk+1
j )sgn(ηk+1

j )Δx-|gk
nηk+1

n |-
uk+1
0 -uk

0

Δt sgn(ηk+1
1 )≤

-∑
n

j=1
D-
Δx(dk

juk+1
j )sgn(ηk+1

j )Δx-|gk
nηk+1

n |+
∑

n

j=1β
k
juk

jΔx
gk
0

-∑
n

j=1β
k-1
j uk-1

j Δx
gk-1
0

Δt
另外,注意到

∑
n

j=1β
k
juk

jΔx
gk
0

-∑
n

j=1β
k-1
j uk-1

j Δx
gk-1
0

Δt
≤
∑

n

j=1β
k
juk

jΔx
gk
0

-∑
n

j=1β
k
juk-1

j Δx
gk-1
0

Δt
+

∑
n

j=1β
k
juk-1

j Δx
gk-1
0

-∑
n

j=1β
k-1
j uk-1

j Δx
gk-1
0

Δt
≤

βk
j

∑
n

j=1u
k
jΔx

gk
0

-∑
n

j=1u
k-1
j Δx

gk-1
0

Δt
+∑

n

j=1u
k-1
j Δx

gk-1
0

βk
j -βk-1

j

Δt ≤

βk
j

‖uk‖1
gk
0

-
‖uk-1‖1
gk-1
0

Δt
+
‖uk-1‖1
gk-1
0

βk
j -βk-1

j

Δt ≤
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B1βk
j

1
gk
0
-
1

gk-1
0

Δt
+
‖uk-1‖1
gk-1
0

·L ≤

B1c
|g'

0(α)|
g2
0(α)

R(tk)-R(tk-1)
Δt +

B1

gk-1
0
·L ≤

B4+
B1

gk-1
0
·L (14)

其中α 在R(tk)和R(tk-1)之间,而且

∑
n

j=1
D-
Δx(dk

juk+1
j )sgn(ηk+1

j )Δx=

∑
n

j=1
D-
Δx(dk

j)uk+1
j-1sgn(ηk+1

j )Δx+∑
n

j=1
dk

jD-
Δx(uk+1

j )sgn(ηk+1
j )Δx≤

B2∑
n

j=1
|D-

Δx(dk
j)|Δx+c‖ηk+1‖1 ≤c‖ηk+1‖1+B2c

(15)

由(14),(15)式有

‖ηk+1‖1-‖ηk‖1
Δt ≤c‖ηk+1‖1+B2c+

B1

gk-1
0
·L+B4 ≤

c‖ηk+1‖1+
B1

|gk
0-gk-1

0 |
·L+B5=

c‖ηk+1‖1+
LB1Δt

g'
0(ξ)|R(tk)-R(tk-1)|

+B5

(16)

其中ξ 在R(tk)和R(tk-1)之间,且存在正常数B4 和B5,使该不等式成立,则该定理得证.
下一个结果表明,差分逼近满足关于t的李普希茨条件.
引理5 假设引理1成立.则存在一个正常数A >0,使得对任何r>q有

∑
n

j=1

ur
j -uq

j

Δt Δx≤A(r-q),
Rr -Rq

Δt ≤A(r-q) (17)

 证  将(2)式的第一式的所有j相加并乘Δx,得到

∑
n

j=1

uk+1
j -uk

j

Δt Δx=∑
n

j=1
-
gk

juk+1
j -gk

j-1uk+1
j-1

Δx -dk
juk+1

j Δx≤

∑
n

j=1
-
gk

juk+1
j -gk

juk+1
j-1+gk

juk+1
j-1-gk

j-1uk+1
j-1

Δx Δx+∑
n

j=1
|dk

juk+1
j |Δx≤

∑
n

j=1
gk

j
uk+1

j -uk+1
j-1

Δx Δx+∑
n

j=1
uk+1

j-1
gk

j -gk
j-1

Δx Δx+∑
n

j=1
|dk

juk+1
j |Δx≤

L‖gk‖1+L‖uk+1‖1+c‖uk+1‖1 ≤A
因此,

∑
n

j=1

ur
j -uq

j

Δt Δx≤∑
r-1

k=q
∑
n

j=1

uk+1
j -uk

j

Δt Δx≤A(r-q)

可类似证明引理5的第二个不等式.

3 有限差分的收敛性和弱解的存在唯一性

定义如下的函数族{UΔx,Δt},{RΔt}

UΔx,Δt(x,t)=uk
j,RΔt(t)=Rk-1+

Rk -Rk-1

Δt
(t-tk-1)
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其中x ∈ [xj-1,xj),t∈ [tk-1,tk),j=1,…,n,k=1,…,l.且由引理2-5,函数集合{UΔx,Δt},{RΔt}

在拓扑空间L1(xmin,xmax)×(0,T)和C(0,T)中是紧的,并且由文献[15]中的引理16.7的证明.以下

结果成立.
定理1 存在序列{UΔxi}⊂{UΔx,Δt}和{RΔti}⊂{RΔt}收敛到函数空间IBV([xmin,xmax]×[0,T])和

C(0,T)内的U(x,t)和R(t),即当T >0且i→ ∞ 时有

∫
xmax

xmin
|UΔxi,Δti(x,t)-u(x,t)|dx →0

∫
T

0∫
xmax

xmin
|UΔxi,Δti(x,t)-u(x,t)|dxdt→0

(18)

以及

max
t∈[0,T]

|RΔti(t)-R(t)|→0

并且存在一个常数Γ 使得极限函数满足

‖U‖IBV([xmin,xmax]×[0,T])≤Γ,‖R‖C[0,T]≤Γ

 接下来证明通过上述差分格式构造的极限函数u(x,t)与R(t)实际上是模型(1)的弱解.
定理2 定理1定义的极限函数u(x,t)与R(t)是模型(1)的弱解并且满足

‖u(·,t)‖1+|R(t)|≤B1

以及

‖u‖L∞([xmin,xmax]×[0,T])+‖R‖C[0,T]≤B1+B2

 证  使用类似于文献[15]的引理16.7中的证明方法可得结论成立.
下述定理给出了(2)式的解集合{uk

j,Rk}关于初始条件{u0
j,R0}的连续依赖性.

定理3 设{uk
j,Rk}和{u∧k

j,R
∧

k}是(2)式的解,并且对应初始条件{u0
j,R0}和{u∧0j,R

∧
0},则存在正常

数c1,c2 和c5 使得

(1-c1Δt)S
∧
k+1 ≤ (1+c5)S

∧
k +c2B1

这里

S
∧
k =‖uk -u∧k‖1+|Rk -R

∧
k|

 证  设pk
j =uk

j -u∧k
j,wk =Rk -R

∧
k.则有

pk+1
j -pk

j

Δt +D-
Δx(gk

juk+1
j -g

∧k
jp
∧k+1
j )+dk

jpk+1
j +(dk

j -d
∧
k
j)p

∧k
j =0,1≤j≤n

wk+1-wk

Δt =h-wk+1q-f(wk+1)∑
n

j=1
cjpk+1

j Δx

(19)

将(19)式的第一个式子乘sgn(pk+1
j )Δx,并将j=1,…,n 对应的各式相加,使用

∑
n

j=1
D-
Δx(gk

juk+1
j -g

∧k
ju
∧k+1
j )sgn(pk+1

j )Δx≥gn
k|pk+1

n |-gk
0|pk+1

0 |+

∑
n

j=1
D-
Δx([gk

j -g
∧k
j]u

∧k+1
j )sgn(pk+1

j )Δx

得到

‖pk+1‖1-‖pk‖1
Δt ≤-gk

n|pk+1
n |+gk

0|pk+1
0 |-|gk

j -g
∧k
j|∑

n

j=1
|D-

Δxu
∧k+1
j |Δx-∑

n

j=1
dk

j|pk+1
j |Δx-

∑
n

j=1
|dk

j -d
∧
k
j||p

∧k+1
j |Δx≤c‖pk‖1+c1‖pk+1‖1+c2B1 (20)
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|wk+1|-|wk|
Δt ≤h+c3|wk+1|+c4‖pk+1‖1 (21)

将(20)式和(21)式同时乘Δt,并将所得的不等式相加,得到

(1-c5Δt)S
∧
k+1 ≤ (1+cΔt)S

∧
k +c2B1Δt+hΔt

其中c5=max{c1+c4,c3},结论得证.
接下来证明定理1和定理2中定义的解是唯一的.

定理4 假设(u,R)和(u∧,R
∧
)是模型(1)的两个弱解,并且对应初始条件(u0(x),R0)和(u∧0(x),

R
∧

0),若有不等式

‖u(·,t)-u∧(·,t)‖1+|R(t)-R
∧
(t)|≤

exp(c5T)exp[cexp(c5T)t](‖u0-u∧0‖1+|R0-R
∧

0|)
(22)

成立,则表明模型(1)的弱解是唯一的.

证  令U(t)=∫
xmax

xmin
u(x,t)dx.则初始值问题

dR
dt=h-qR-f(R)∫

xmax

xmin
c(x)u(x,t)dx,0<t<T

R(0)=R0

(23)

有唯一解.再用这个解考虑下面的初边值问题:


tu
(x,t)+


x
[g(x,R(t))u(x,t)]=-d(x,R(t))u(x,t)

g(xmin,R(t))u(xmin,t)=∫
xmax

xmin
β(x,R(t))u(x,t)dx

u(x,0)=u0(x)

(24)

则(24)式有唯一的弱解u(x,t).若(uk
j,Rk)和(u∧k

j,R
∧

k)以及得出的函数U(t)和U
∧
(t)为(23)式和(24)式

的唯一解,且由定理3有

S
∧
k+1 ≤

1
1-c5Δt

S
∧
k +c 1

1-c5Δt
(|Rk -R

∧
k|+|Uk -U

∧
k|)Δt

其中S
∧
k 同定理3中的S

∧
k+1,则有

S
∧
k ≤

1
1-c5Δt
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

S
∧
0+c 1

1-c5Δt
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

∑
k-1

z=0

(|Rz -R
∧

z|+|Uz -U
∧
z|)Δt (25)

由定理1可以求不等式(25)右侧式子的极限

S
∧
(t)≤exp(c5t)S(0)+cexp(c5t)∫

t

0
(|R(τ)-R

∧
(τ)|+|U(τ)-U

∧
(τ)|)dτ (26)

这里(u,R),(u∧,R
∧
)是(23)式和(24)式在给定函数Uk 和U

∧
k 下的唯一解,并且有S

∧
(t)=‖u(·,t)-u∧(·,

t)‖1+|R(t)-R
∧
(t)|.再将(26)式中给出的估计应用于(23),(24)式中的解,其中

U(t)=∫
xmax

xmin
u(x,t)dx

U
∧
(t)=∫

xmax

xmin
u∧(x,t)dx

(27)

在定理1中有定义.由Gronwall不等式,得到(22)式.
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