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一类具有超线性项的Kirchhoff方程的变号解①
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摘要:研究了一类Kirchhoff方程

- a+b∫R3
|∇u|2dx( )Δu+V(x)u=f(u)   x∈R3

其中a,b>0,位势函数V 具有双位势阱,f满足一类超三线性增长条件.通过变分法,证明了最小能量变号解的存

在性.
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KirchhoffTypeEquationwithSuperlinerNonlinearity
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Abstract:Inthepresentpaper,thefollowingKirchhofftypeequation

- a+b∫R3
|∇u|2dx( )Δu+V(x)u=f(u)   x∈R3

hasbeenconsidered,wherea,b>0andthepotentialVhasdoublepotentialwell,withasuperlinernonlin-
earityf.Withthehelpofthevariationalmethod,theexistenceofleastenergysign-changingsolutionshas
beenshown.
Keywords:Kirchhoff-typeequation;variationalmethod;leastenergysign-changingsolution

本文考虑如下一类Kirchhoff方程最小能量变号解的存在性:

- a+b∫R3
|∇u|2dx( )Δu+V(x)u=f(u)   x∈R3 (1)

其中a,b>0,位势函数V 具有双位势阱.该类方程首次是由DAlembert在研究伸缩绳的自由振动的经典

波动方程时提出.Kirchhoff问题具有广泛的研究意义,它在物理问题、人工智能和弹性理论等诸多领域都

有十分广泛的应用.在非线性项满足不同条件的假设下,关于Kirchhoff方程正解的存在性和多解性,以及
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基态解的存在性已有很多结果[1-8].但是研究方程(1)的变号解的文章很少[9-11].文献[11]设V 具有双位势

阱,非线性项是渐近三次的,研究了方程(1)最小能量变号解的存在性.本文假设位势函数V 有双位势阱,
并且假设f 满足超三次条件,研究了最小能量变号解的存在性.在本文中,V 和f 满足下列条件:

(V1)V ∈C(RN,R),V(x)≥0,并且存在c0>0,使得集合{x ∈RN:V(x)<c0}的勒贝格测度

是正的且有限的;
(V2)Ω= {x∈R3:V(x)=0}≠∅,并且存在两个有界的光滑区域Ω1,Ω2⊂Ω ,使得Ω1∩Ω2= ∅;
(f1)f(t)∈C(R3×R,R),存在常数2<q<2* 使得|f(t)|≤c(|t|+|t|q-1),其中c是正的

常数;
(f2) 当|t|→0时,f(t)=o(|t|);

(f3) 当|t|→ ∞ 时,f(t)
t3 → ∞;

(f4) 当t∈ (0,∞)时,f(t)
t3

是严格单调递增的.

令 H 是加权索伯列夫空间

H = u∈H1(R3):∫R3
V(x)u2dx<+∞{ }

在 H 上的范数为

‖u‖=∫R3
(a|∇u|2+V(x)|u|2)dx( )

1
2

方程(1)的能量泛函I:H →R为

I(u)=
1
2∫R3

(a|∇u|2+V(x)u2)dx+
b
4∫R3

|∇u|2dx( )
2

-∫R3
F(u)dx

由条件(V1),(f1),(f2)易知I是连续可微的.若u∈H1(R3)是方程(1)的解且u±≠0,则u 叫做方程(1)
的变号解,其中u+=max{0,u},u-=min{0,u}.若u是方程(1)的一个变号解,且对任意的变号解v都有

I(u)≤I(v),则u 叫做方程(1)的最小能量变号解.
定义流形

M={u∈H1
0(Ω):u±≠0,<I'(u),u->=<I'(u),u+>=0}

m=inf{I(u):u∈M}
下面介绍本文的主要结果:

定理1 假设条件(V1)-(V2)和(f1)-(f4)成立,则方程(1)至少有一个最小能量变号解.
注1 (i)条件(V2)说明位势V 具有双位势阱;

(ii)结合条件(f2),(f3)和(f4),对任意t∈R,有G(t)=
1
4f
(t)t-F(t)≥0,且当|t|→ ∞ 时,

G(t)→+∞.
引理1 若条件(V1),(V2)和(f1)-(f4)成立,则 M≠ ∅.
证  令vi ∈H1

0(Ωi),其中i=1,2,并且vi 满足

-∫R3
|∇vi|2dx( )Δvi=μiv3

i   x∈Ωi

其中

μi=inf∫Ωi
|∇u|2dx( )

2
:u∈H1

0(Ωi),∫Ωi
|u|4dx=1{ }   i=1,2

当x∈Ωi 时,令vi=(-1)i-1vi;当x ∉Ωi 时,令vi=0.因为Ωi 的边界是光滑的,所以vi∈H1(R3)且

suppv1 ∩suppv2=∅.下面证明存在s>0和t>0,使得

<I'(sv1+tv2),sv1>=<I'(sv1+tv2),tv2>=0
此等式可以等价为
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s2‖v1‖2+bs4∫R3
|∇v1|2dx( )

2

+bA2s2t2-∫R3
f(sv1)sv1dx=0

t2‖v2‖2+bt4∫R3
|∇v2|2dx( )

2

+bA2s2t2-∫R3
f(tv2)tv2dx=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中

A2=∫R3
|∇v1|2dx∫R3

|∇v2|2dx

考虑带参数υ∈ [0,1]的方程组

gυ(s,t)=s2‖v1‖2+bs4∫R3
|∇v1|2dx( )

2

+υbA2s2t2-∫R3
f(sv1)sv1dx=0

qυ(s,t)=t2‖v2‖2+bt4∫R3
|∇v2|2dx( )

2

+υbA2s2t2-∫R3
f(tv2)tv2dx=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)

令

U={υ:υ∈ [0,1],使得方程组(2)在R+×R+ 中有解}
首先证明0∈U.由于g0(s,t)与t无关,q0(s,t)与s无关,则不失一般性,只需要证明存在s1>0,使

得g0(s1,t)=0成立.

g0(s,t)=s2a∫Ω1
|∇v1|2dx+s4bμ1∫Ω1

|v1|4dx-∫Ω1

f(sv1)
(sv1)3

|v1|4dx
æ

è
ç

ö

ø
÷ (3)

由条件(f3)和(f4)成立,有

lim
s→+∞∫Ω1

f(sv1)
(sv1)3

|v1|4dx>bμ1∫Ω1
|v1|4dx (4)

结合(3)式和(4)式知,当s>0足够大时,有g0(s,t)<0.由g0(s,t)的解析式知,当s>0足够小时,
有g0(s,t)>0.由g0(s,t)的连续性,则存在s1>0使得g0(s1,t)=0.因此得证0∈U.由条件(f4),有

f'(t)t2>3f(t)t,则由隐函数定理可证明U 在[0,1]上既是开集也是闭集,类似的证明可参见文献[12].
故完成了引理1的证明.

引理2 若条件(V1),(V2)和(f1)-(f4)成立,则 M是 H 中的闭集.
证  当u ∈ M 时,有<I'(u),u±>=0,由条件(f1),(f2)和索伯列夫嵌入定理,对∀ε >0,

存在Cε >0,使得

‖u± ‖2 ≤∫R3
f(u±)u±dx≤ε1‖u± ‖2+Cε‖u± ‖q

所以

‖u± ‖ ≥c (5)
假设{un}⊂M,u∈H,且n→+∞ ,在H 中un →u,则u±

n →u±.由(5)式可知 ‖u±
n‖ ≥c,故u±≠0.

因为{un}⊂M,且在 H 中有un →u ,故

<I'(u),u+>=<I'(u),u->=0
因此有u∈M,即 M在 H 中是闭集.

定义函数φ(s,t)=I(su++tu-).
引理3 若条件(V1)-(V2)和(f1)-(f4)成立,假设u∈H,并且u±≠0,则:
(i)若φ's(1,1)≤0且φ't(1,1)≤0,则存在唯一一对正数0<su,tu ≤1,使得suu++tuu-∈M;
(ii)若φ's(1,1)≥0且φ't(1,1)≥0,则存在唯一一对正数su,tu ≥1,使得suu++tuu-∈M.
证  

φ's(su,tu)=su‖u+ ‖2+bs3u∫R3
|∇u+|2dx( )

2

+υbA2sut2u -∫R3
f(suu+)u+dx=0

φ't(su,tu)=tu‖u- ‖2+bt3u∫R3
|∇u-|2dx( )

2

+υbA2s2utu -∫R3
f(tuu-)u-dx=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(6)

其中
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A2=∫R3
|∇u+|2dx∫R3

|∇u-|2dx

结合条件(f1)-(f4)可得:当su >0且足够小时,有φ's(su,su)>0,φ't(su,su)>0;当tu >0且足够大

时,有φ's(tu,tu)<0,φ't(tu,tu)<0.则存在0<r<R,且对任意的r<su,tu <R,有

φ's(r,tu)<0   φ's(R,tu)<0

φ's(su,r)>0   φ's(su,R)>0
由 Miranda定理,存在su,tu,并且r<su,tu <R,使得

φ's(su,tu)=0   φ't(su,tu)=0
故suu++tuu-∈M.假设su,tu 存在但不唯一,结合条件(f4)可推出矛盾,故存在唯一一对su,tu 使得suu++
tuu-∈M.

不失一般性,假设su ≥tu >0,由suu++tuu-∈M,有

su‖u+ ‖2+bs3u∫R3
|∇u+|2dx( )

2

+bs3u∫R3
|∇u+|2dx∫R3

|∇u-|2dx≥

su‖u+ ‖2+bs3u∫R3
|∇u+|2dx( )

2

+bsut2u∫R3
|∇u+|2dx∫R3

|∇u-|2dx=

∫R3
f(suu+)u+dx (7)

根据φ's(1,1)≤0,有

‖u+‖2+b∫R3
|∇u+|2dx( )

2

+b∫R3
|∇u+|2dx∫R3

|∇u-|2dx≤∫R3
f(u+)u+dx (8)

结合(7)式和(8)式,得到

1
s2u

-1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u+‖2 ≥∫R3

f(suu+)
(suu+)3 -

f(u+)
(u+)3

é

ë
êê

ù

û
úú|u+|4dx

若su >1,由条件(f4)可推出是矛盾的.因此有su ≤1,(i)得证.同理可证明(ii).
引理4 若条件(V1),(V2)和(f1)-(f4)成立,则极小化序列{un}∈M在 H 中是有界的.
证  令{un}∈M是极小化序列,则有

m+o(1)=I(un)-
1
4
<I'(un),un>=

1
4‖un‖2+

1
4∫R3

(f(un)un -4F(un))dx≥

1
4‖un‖2

因此,{un}在 H 中是有界的.
引理5 若条件(V1),(V2)和(f1)-(f4)成立,则存在极小化序列{un}⊂ M,满足当n → ∞ 时有

I'(un)→0.
证  对任意u∈M,有

I(u)=I(u)-
1
4
<I'(u),u>=

1
4‖u‖

2+∫R3
G(u)dx≥0

即I在 M中有下界,根据Ekeland变分原理知极小化序列{un}⊂M满足

m ≤I(un)≤m+
1
n

I(v)≥I(un)-
1
n‖v-un‖  ∀v∈M (9)

对任意的n 和φ ∈H,定义函数h±:R3 →R为

h±(t,s,l)=

∫R3
(a|∇(un +tφ+su+

n +lu-
n)±|2+V(x)|(un +tφ+su+

n +lu-
n)±|2)dx+
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b∫R3
|∇(un +tφ+su+

n +lu-
n)|2dx∫R3

|∇(un +tφ+su+
n +lu-

n)±|2dx-

∫R3
f((un +tφ+su+

n +lu-
n)±)(un +tφ+su+

n +lu-
n)±dx

由h 的定义可知h± (0,0,0)=0,且h± (t,s,l)是连续可微的.令

vn =un +tφ+su+
n +lu-

n

则有

h+ (t,s,l)
s =2∫R3

(a ∇v+
n∇u+

n +V(x)v+
nu+

n)dx-∫R3
(f'(v+

n)v+
nu+

n +f(v+
n)u+

n)dx+

2b∫R3
|∇vn|2dx∫R3

∇v+
n∇u+

ndx+2b∫R3
|∇v+

n |2dx∫R3
∇vn∇u+

ndx

因为un ∈M,故有

h+(0,0,0)
s =2b∫R3

|∇u+
n |2dx( )

2

-∫R3
(f'(u+

n)(u+
n)2-f(u+

n)u+
n)dx

由

h+(t,s,l)
l =2∫R3

(a∇v+
n∇u-

n +V(x)v+
nu-

n)dx-∫R3
(f'(v+

n)v+
nu-

n +f(v+
n)u-

n)dx+

2b∫R3
|∇vn|2dx∫R3

∇v+
n∇u-

ndx+2b∫R3
|∇v+

n |2dx∫R3
∇vn∇u-

ndx

可得

h+(0,0,0)
l =2b∫R3

|∇u+
n |2dx∫R3

|∇u-
n |2dx>0

同理可得

h-(0,0,0)
l =2b∫R3

|∇u-
n |2dx( )

2

-∫R3
(f'(u-

n)(u-
n)2-f(u-

n)u-
n)dx

h-(0,0,0)
s =2b∫R3

|∇u+
n |2dx∫R3

|∇u-
n |2dx>0

则由隐函数定理可知,存在常数δn 和函数sn(t),ln(t)∈C1((-δn,δn),R),使得sn(0)=ln(0),并且对

任意的t∈ (-δn,δn),有

h± (t,sn(t),ln(t))=0 (10)
即

vn =un +tφ+sn(t)u+
n +ln(t)u-

n ∈M   ∀t∈ (-δn,δn) (11)

下证{s'n(0)}和{l'n(0)}是有界的.根据(10)式,有

h+(0,0,0)
t +

h+(0,0,0)
s s'n(0)+

h+(0,0,0)
l l'n(0)=0

h-(0,0,0)
t +

h-(0,0,0)
s s'n(0)+

h-(0,0,0)
l l'n(0)=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(12)

其中

h±(0,0,0)
t =2∫R3

(a∇un
± ∇φ++V(x)un

±φ±)dx-∫R3
(f'(un

±)un
±φ±+f(un

±)φ±)dx+

2b∫R3
|∇un|2dx∫R3

∇un
± ∇φ±dx+2b∫R3

|∇un
±|2dx∫R3

∇un∇φdx

根据(12)式,有

s'n(0)=
1

detM1

h-

t
h+

l -
h+

t
h-

l
æ

è
ç

ö

ø
÷(0,0,0) (13)

其中
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M1=

h+(0,0,0)
s

h+(0,0,0)
l

h-(0,0,0)
s

h-(0,0,0)
l

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

由{un}在 H 的有界性和简单计算,可得

h+

t
h-

l -
h-

t
h+

l
æ

è
ç

ö

ø
÷(0,0,0)≤C‖φ‖

下证detM1 >0.
h+(0,0,0)

s =2b∫R3
|∇u+

n |2dx( )
2

-∫R3
(f'(u+

n)(u+
n)2-f(u+

n)u+
n)dx<

2b∫R3
|∇u+

n |2dx( )
2

-2∫R3
f(u+

n)u+
ndx=

-2‖u+
n‖2-2b∫R3

|∇u+
n |2dx∫R3

|∇u-
n |2dx

h-(0,0,0)
l <-2‖u-

n‖2-2b∫R3
|∇u+

n |2dx∫R3
|∇u-

n |2dx

并且结合(5)式,有

detM1 >4‖u+
n‖2‖u-

n‖2 ≥c>0
再结合(13)式可得{s'n(0)}是有界的,即对任意φ∈H,有|s'n(0)|<C‖φ‖.同理可得l'n(0)是有界的.
根据(9)式和(11)式可推出

|I(un +tφ+sn(t)u+
n +ln(t)u-

n)-I(un)|≤
1
n‖tφ+sn(t)u+

n +ln(t)u-
n‖

令t→0+,则

|<I'(un),φ>|≤
1
n‖φ+s'n(0)u+

n +l'n(0)u-
n‖

由{un},{s'n(0)}和{l'n(0)}的有界性,有

|<I'(un),φ>|=o(1)‖φ‖
 定理1的证明  由引理4和引理5,可知存在极小化序列{un}⊂M,满足

I(un)→m   I'(un)→0 (14)
由引理4,可知{un}在H 中是有界的,故在H 中un⇀u;在Ls

loc(R3)中un →u;对所有s∈[2,6),在R3

中un →u 几乎处处成立.
下面证明当n→ ∞ 时有 ‖un‖→‖u‖.由(14)式,可得对任意的φ ∈H,有

a∫R3
∇u∇φdx+∫R3

V(x)uφdx+bA∫R3
∇u∇φdx-∫R3

f(u)φdx=0 (15)

其中

A=lim
n→∞∫R3

|∇un|2dx

注意到

∫R3
|∇u|2dx≤liminf

n→∞∫R3
|∇un|2dx=A

在(15)式中取φ=u±,于是有

<I'(u),u±>≤0
由引理3可知,存在(su,tu)∈ (0,1]×(0,1],使得

u=suu++tuu-∈M
由条件(f4),有

m ≤I(u)=I(u)-
1
4
<I'(u),u>=
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1
4‖
u‖2+

1
4∫R3

(f(u)u-4F(u))dx=

1
4‖suu+‖2+

1
4∫R3

(f(suu+)suu+-4F(suu+))dx+

1
4‖tuu-‖2+

1
4∫R3

(f(tuu-)tuu--4F(tuu-))dx≤

1
4‖u‖

2+
1
4∫R3

(f(u)u-4F(u))dx≤

lim
n→∞
inf 14‖un‖2+

1
4∫R3

(f(un)un -4F(un))dx
é

ë
êê

ù

û
úú=

lim
n→∞
infI(un)-

1
4
<I'(un),un>

æ

è
ç

ö

ø
÷=m

因此有lim
n→∞
‖un‖=‖u‖,即在 H 中有un →u,且I(u)=m,结合引理2,定理1证毕.
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