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涉及Δλ 算子的Kirchhoff方程基态解的存在性①
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摘要:利用变分法,在R3 上讨论了一类涉及Δλ 算子的Kirchhoff方程

- a+b∫R3
|∇λu|2dx( )Δλu+V(x)u=f(x,u)   x∈R3

u∈H1(R3){
其中a,b是正常数,Δλ 是强退化椭圆算子,V(x)是强制位势.在非线性项f(x,u)满足超线性条件时得到该方程

的最小能量解,即基态解.
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Abstract:Inthisarticle,thevariationalmethodhasbeenusedtodiscussaclassofKirchhoffequations
involvingtheoperatorsofΔλonR3.

- a+b∫R3
|∇λu|2dx( )Δλu+V(x)u=f(x,u)   x∈R3

u∈H1(R3){
wherea,barepositiveconstants,Δλisastronglydegenerateellipticoperator,V(x)isacoercivepotential.
Theleastenergysolutionoftheequationisobtainedundertheconditionthatthenonlineartermf(x,u)

satisfiesthesuperlinearity,i.e.thegroundstatesolution.
Keywords:Kirchhoffequation;groundstatesolution;variationalmethods

我们知道Kirchhoff方程考虑的是横向振动产生的弦长变化,具有较好的物理意义,同时吸引了大量学
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者们的关注.文献[1]在R3中通过变分方法得到当非线性项f满足次临界条件时Kirchhoff方程解的集中行

为以及存在性结果.随后,文献[2]考虑了具有临界增长的非线性项f 的Kirchhoff方程的正解的多重性和

集中性.文献[3]运用单调性和全局紧性引理讨论了Kirchhoff方程正基态解的存在性,并且推广了文献[1]
中的结果.文献[4]讨论了非线性项f无紧性条件下Kirchhoff方程的基态解.文献[5]考虑了具有一般位势

的Kirchhoff方程的Nehari-Pohozaev型基态解.对于Kirchhoff方程基态解的存在性问题已经得到广泛的研

究,但对于f 满足超线性条件时基态解的结果还很少.受文献([1-9])的启发,本文主要考虑如下的

Kirchhoff方程的基态解:

- a+b∫R3
|∇λu|2dx( )Δλu+V(x)u=f(x,u)   x∈R3

u∈H1(R3){ (1)

其中a,b是正常数,∇λ =(λ1x1u,…,λNxN
u),并且Δλ 是强退化椭圆算子,具体形式为

Δλ =∑
N

i=1
xi
(λ2ixi

)   λ=(λ1,…,λN):RN →RN

关于该算子更多的性质,参见文献[10-13].这里非线性项f 满足以下条件:
(f1)f∈C(R3×R,R),并且存在常数c0 >0,2<p<2*λ ,有

|f(x,t)|≤c0(|t|+|t|p-1)   ∀(x,t)∈R3×R3

其中2*λ =
2Q

Q-2
,Q 表示RN 相对于一组扩张的齐次维度,更多细节可参见文献[10];

(f2)lim
t→0

f(x,t)
|t| →0,对x ∈R3 一致成立;

(f3) 存在μ >4使得f(x,t)t≥μF(x,t),∀(x,t)∈R3×R.
位势V(x)满足如下条件:
(V)inf

x∈RN
V(x)>0,lim

|x|→∞
V(x)=+∞.

首先,定义空间

E={u:|∇λu|2+V(x)u2dx<+∞}
显然,E 是Hilbert空间,具有内积

(u,v)=∫R3
(∇λu∇λv+V(x)uv)dx

和范数

‖u‖2=∫R3
(|∇λu|2+V(x)u 2)dx

为了方便,记 ‖·‖ 表示E 的范数,‖·‖q 表示空间Lq(R3)的范数.显然,常数a>0,∫R3
(a|∇λu|2+

V(x)u2)dx 与∫R3
(|∇λu|2+V(x)u2)dx 是等价的,所以u在E 上的范数为

‖u‖2=∫R3
(a|∇λu|2+u2)dx

 其次,我们在E 上定义方程对应的能量泛函

J(u)=
1
2∫R3

(a|∇λu|2+V(x)u2)dx+
b
4∫R3

|∇λu|2dx( )
2

-∫R3
F(x,u)dx  ∀u∈E (2)

不难得到J∈C1(E,R),具有导数

<J'(u),v>=(u,v)+b∫R3
|∇λu|2dx( )∫R3

∇λu∇λvdx-∫R3
f(x,u)vdx  ∀u,v∈E (3)

 注1 本文主要在R3中讨论Kirchhoff方程基态解的存在性,最大的困难在于全空间R3中我们无法得

到嵌入紧性.因此,为了找到J的临界点,我们将通过Nehari流形的方法寻找最小能量解,并且该解就是方

程的解.
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根据条件(f1)-(f3)以及标准的证明可知泛函J 具有山路几何结构,从而有相应的序列{un}⊂E,使

得J(un)≤c,J'(un)→0(n→ ∞),即{un}为(PS)序列.设

N={u∈E\{0}:<J'(u),u>=0}
并且inf

u∈N
J(u)=m,如果u∈N,J(u)=m,则u∈E 是基态解.

引理1 设条件(f1)-(f3)和(V)成立,则任意的(PS)序列{un}是有界的.
证  设{un}为(PS)序列,就有J(un)≤c,J'(un)→0.那么根据条件(f3)可知

c+o(1)=J(un)-
1
μ
<J'(un),un>=

1
2-

1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖un‖2+

b
4-

b
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|∇λun|2dx( )
2

+∫R3

1
μ
f(x,un)un -F(x,un)

æ

è
ç

ö

ø
÷dx≥

1
2-

1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖un‖2 (4)

(4)式意味着{un}在E 上有界.
引理2 设条件(f1)-(f3)和(V)成立,则N≠ ∅,并且存在常数k>0,使得 ∀u∈N,J(u)>k.
证  根据引理1,存在一个(PS)序列{un}⊂E,对某个M >0有‖un‖≤M.设{un}的子序列仍为

{un},使得在E 中有un⇀u0,在Lq(R3)(2<q<2*λ )中有un →u0.下面通过反证法证明u0 ≠0.假设

u0=0,根据条件(f1),(f2),对任意的ε>0,存在常数Cε 使得

|F(x,t)|≤εt2+Cεtp   ∀x∈R3 (5)
由文献[14]的引理2.2有

lim
n→∞∫R3

1
4f
(x,un)un -F(x,un)

æ

è
ç

ö

ø
÷dx≤

3εC2
2M2

4 +Cεlim
n→∞

|un|p
p =

c
4

令ε=
c

3C2
2M2

,M2=c,因此我们可以得到

c+o(1)=J(un)-
1
4
<J'(un),un>=

1
4‖un‖2+∫R3

1
4f
(x,un)un -F(x,un)dx≤

M2

4 +
c
4+o(1)=

c
2+o(1)

显然这是矛盾的,所以u0 ≠0.又根据文献[6]的引理2.2和条件(f1),可以得到

lim
n→∞∫R3

(f(x,un)-f(x,u0))vdx=0 (6)

因此

lim
n→∞
<J'(un)-J'(u0),v>=

lim
n→∞

(un -u0,v)+b∫R3
|∇λun|2dx∫R3

∇λun ∇λvdx-∫R3
|∇λu0|2dx∫R3

∇λu0∇λvdx( ) -[

∫R3
(f(x,un)-f(x,u0))vdx] =0 (7)

从而得到

<J'(u0),v>=lim
n→∞

<J'(un),v>=0   ∀v∈E

所以<J'(u0),v>=0,u0 ≠0,得到N≠ ∅.
下面证明J(u)>k.因为对每一个u∈N都有<J'(u),u >=0,所以由(5)式可以得到

∫R3
(|∇λu|2+u2)dx≤∫R3

(|∇λu|2+u2)dx+b∫R3
|∇λu|2dx( )

2

=

∫R3
f(x,u)udx≤ ‖u‖22+C‖u‖p

p ≤C1‖u‖2+C2‖u‖p ≤
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C'(‖u‖2+‖u‖p)
因此,存在常数γ>0,任取u∈N,使得 ‖u‖2 ≥γ.又根据条件(f3),可以推出

J(u)=J(u)-
1
μ
<J'(u),u>≥

1
2-

1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

(|∇λu|2+u2)dx=
1
2-

1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷γ2=k

所以存在常数k>0,使得 ∀u∈N,J(u)>k .
定理1 设条件(f1)-(f3)和(V)成立,则方程(1)存在一个基态解.
证  根据引理2,可以得到un⊆N,m>0,有J(un)→m.由前面引理相似的证明,存在u∈E\{0},

使得在E 中,un⇀u;在x ∈R3 中几乎处处有un →u.并且J'(u)=0,J(u)≥m.由法图引理可知

m=lim
n→∞

J(un)=lim
n→∞

J(un)-
1
μ
<J'(un),un>

æ

è
ç

ö

ø
÷=

lim
n→∞

1
2-

1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖un‖2+

b
4-

b
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|∇λun|2dx( )
2

+∫R3

1
μ
f(x,un)un -F(x,un)

æ

è
ç

ö

ø
÷dxé

ë
êê

ù

û
úú ≥

1
2-

1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖2+

b
4-

b
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|∇λu|2dx( )
2

+∫R3

1
μ
f(x,u)u-F(x,u)æ

è
ç

ö

ø
÷dx=

J(u)-
1
μ
<J'(u),u>=J(u)≥m

这就意味着u∈N,有J(u)=m.所以u∈E 是J 的基态解.
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