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拟线性Kirchhoff型问题解的存在性①

邹小林
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摘要:讨论了一类p 阶KirchhoffNeumann边界条件问题非平凡解的存在性.当非线性项满足非线性边界条件以及

临界条件时,利用山路引理和集中紧性原理,得到了该方程的一个非平凡解.
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Abstract:Inthispaper,aclassofp-KirchhofftypeprobleminvolvingnonlinearNeumannboundarycondi-

tionandcriticalnonlineargrowthhasbeenintroduced.Withthehelpofmountainpasslemmaandthecon-

centrationcompactnessprinciple,theexistenceofnontrivialsolutionfortheproblemhasbeenobtained.
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考虑如下p 阶Kirchhoff问题:

M(‖u‖p)(-Δpu+|u|p-2u)=|u|p*-2u   u>0,x∈Ω

M(‖u‖p)|∇u|p-2􀆟u
􀆟n=λ|u|q-2u x∈􀆟Ω

ì

î

í

ïï

ïï

(1)

其中Ω 是RN 中的光滑有界区域,M:R+ →R+ 是Kirchhoff函数.Δpu=div(|∇u|p-2∇u)是p 拉普

拉斯算子,􀆟u
􀆟n

表示沿外法线的导数.

‖u‖p =∫Ω
(|∇u|p +|u|p)dx   1<p<q<p*

p* =
Np

N -p
是临界索伯列夫指数,λ 是正实数.
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问题(1)有非局部项M(‖u‖p),因此问题(1)是一个非局部问题,与下面的Kirchhoff方程有关:

ρ
􀆟2u
􀆟t2 -

l0
h +

E
2L∫

L

0

􀆟u
􀆟x

2

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷
􀆟2u
􀆟x2=0 (2)

方程(2)由Kirchhoff提出,该方程推广了弹性弦自由振动的经典D'Alembert􀆳s波动方程.在之后,有许多

学者对Kirchhoff方程进行了研究,可以参见文献[1-4].
对于带有狄利克雷边界条件的临界Kirchhoff问题,可以参见文献[5-7].特别地,文献[8]用变分方法

研究了如下问题解的存在性和多解性:

-M∫Ω
|∇u|pdx( )Δpu=λ|u|s-1+|u|p*-1   x∈Ω

u=0 x∈􀆟Ω

ì

î

í
ïï

ïï

其中

1<s<p<p* =
Np

N -p
   N >p

M(t)=a+btm

并且λ>0,a>0,b>0,p(m+1)<p*.
文献[9]利用Nehari流形和纤维映射方法得到了下列问题弱解的多解性:

M∫Ω
(|∇u|p +|u|p)dx( ) (-Δpu+|u|p-2u)=|u|r-2u   u>0,x∈Ω

􀆟u
􀆟n=λ|u|q-2u x∈􀆟Ω

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

这里M(s)=a+bsk,其中a,b,k>0.并且1<q<p<r<p*,λ 是一个正实数.
文献[10-12]研究了具有非线性边界条件的问题.文献[13]利用集中紧性原理和山路引理研究了下列

拟线性椭圆问题解的存在性和多解性:

-div(|x|-αp|∇u|p-2∇u)+h(x)|u|p-2u=g(x)|u|r-2u+|x|-bp* |u|p*-2u   x∈Ω

|x|-αp|∇u|p-2􀆟u
􀆟v=λf(x)|u|q-2u x∈􀆟Ω

ì

î

í

ïï

ïï

其中1<p<q<r<p*;g(x)≥0,g(x)|x|br∈Lα(Ω)∩L∞(Ω),α=
p*

p* -r
;g(x),f(x)是连

续函数.
受文献[13]的启发,我们考虑问题(1)解的存在性.我们对Kirchhoff函数M 作如下假设:

(M1)M:R+ →R+ 是一个连续函数,存在M0 >0,使得对t>0,有M(t)≥M0;

(M2)存在δ∈ (ξ,1],使得对t>0,
M(t)

t
1
δ-1

是非增的,这里ξ=max
1
p*
,p
q{ } .

注意到,由 条 件(M2)可 知,当0<t1 <t2 时,对t >0,
1
δ M
∧
(t)- M(t)t 是 非 增 的,其中

M
∧
(t)=∫

t

0
M(s)ds.特别地,当t>0时,M

∧
(t)≥δM(t)t,且当0<t≤1时,有M

∧
(t)≥M

∧
(1)t

1
δ;当t≥1时,

有M
∧
(t)≤M

∧
(1)t

1
δ .

若u∈W1,p(Ω)满足

M(‖u‖p)∫Ω
(|∇u|p-2∇u∇φ+up-2uφ)dx=∫Ω

|u|p*-2uφdx+λ∫􀆟Ω
|u|q-2uφdσ   ∀φ∈W1,p(Ω)

则称u 是问题(1)的弱解.
定理1 假设1<p<q<p*,条件(M1),(M2)成立 ,则存在λ* >0,使得对∀λ∈ [λ*,+∞),
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问题(1)至少有一个非平凡解.
定义X =W1,p(Ω)为索伯列夫空间,相应的范数为

‖u ‖p =∫Ω
(|∇u|p +|u|p)dx

当r∈ [p,p*)时,嵌入X ⤿Lr(Ω)是紧的.设S 为嵌入X ⤿Lp*(Ω)的最佳常数,即

S= inf
u∈X\{0}

‖u ‖p

∫Ω
|u|p*dx( )

p
p*{ }

 问题(1)的能量泛函为

Iλ(u)=
1
p

M
∧
(‖u‖p)-

1
p*∫Ω

|u|p*dx-
λ
q∫􀆟Ω

|u|qdσ

易得Iλ(u)∈C1(X,R),于是对∀φ ∈X,有

<I'λ(u),φ>=M(‖u‖p)∫Ω
(|∇u|p-2∇u∇φ+|u|p-2uφ)dx-∫Ω

|u|p*-2uφdx-λ∫􀆟Ω
|u|q-2uφdσ

 引理1[14,定理2.8] 设(X,‖·‖X)是实Banach空间,I∈C1(X,R)满足I(0)=0,并且: 
(i)存在常数ρ,α>0,使得I|􀆟Bρ ≥α;

(ii)存在e∈X\Bρ,使得I(e)<0.
则常数c=inf

γ∈Γ
max
0≤t≤1

I(γ(t))≥α,且存在序列{uk}⊂X,使得I(uk)→c,I'(uk)→0,其中

Γ={γ∈C1([0,1],X)|γ(0)=0,γ(1)=e}

 引理2 假设定理1的条件成立,则:

(i)存在常数α,ρ>0,使得 ‖u‖=ρ 时,有Iλ(u)≥α;
(ii)存在e∈X,使得 ‖e‖ >ρ,且Iλ(e)≤0.
证  利用迹定理和索伯列夫不等式,存在C1 >0,使得

Iλ(u)=
M
∧
(‖u‖p)

p -
1
p*∫Ω

|u|p*dx-
λ
q∫􀆟Ω

|u|qdσ≥

δ
p

M0‖u‖p -
1
p*S-

p*
p ‖u‖p* -

λ
q
C1‖u‖q

由1<p<q<p*,即得(i).

根据条件(M2)可得,当1≤t时,有M
∧
(t)≤M

∧
(1)t

1
δ .因此,固定u∈X\{0},当k充分大时,可得

Iλ(ku)=
1
p

M
∧
(kp‖u‖p)-

kp*

p*∫Ω
|u|p*dx-

λkq

q∫􀆟Ω
|u|qdσ≤

M
∧
(1)k

p
δ

p
‖u‖

p
δ -

kp*

p*∫Ω
|u|p*dx-

λkq

q∫􀆟Ω
|u|qdσ

即当k→+∞ 时,Iλ(ku)→-∞.因此,存在 ‖e‖ >ρ>0,使得Iλ(e)<0.
由引理2可知,泛函Iλ(u)满足山路定理的几何结构,从而存在(PS)cλ 序列,其中

cλ =inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t))

且

Γ={γ∈C[0,1]|γ(0)=0,γ(1)=e}

 引理3 如果条件(M1)-(M2)和1<p<q<p* 成立,则当λ → ∞ 时,cλ →0.
证  取u0 ∈X 使得 ‖u0‖Lp* =1,则有

lim
t→0

Iλ(tu0)=0   lim
t→∞

Iλ(tu0)=-∞
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从而存在tλ >0,使得

sup
t≥0

Iλ(tu0)=Iλ(tλu0)

且tλ 满足

M(‖tλu0‖p)tp
λ‖u0‖p =tp*

λ∫Ω
|u|p*dx+λtq

λ∫􀆟Ω
|u|qdσ

下证当λ →+∞ 时,tλ →0.
事实上,{tλ}是有界的.

由条件(M2)有

1
δ M
∧
(‖tλu0‖p)≥M(‖tλu0‖p)tp

λ‖u0‖p =

tp*
λ∫Ω

|u0|p*dx+λtq
λ∫􀆟Ω

|u|qdσ≥tp*
λ∫Ω

|u0|p*dx (3)

不妨假设对λ>0,有tλ ≥1.从(3)式可以得到

tp*
λ∫Ω

|u0|p*dx≤
1
δ M
∧
(‖tλu0‖p)≤

1
δ M
∧
(1)t

1
δ
λ ‖u0‖

1
δ

由δ∈ (ξ,1]可知{tλ}是有界的.则存在序列{λn}⊂R+ 和t0 ≥0,使得当n → ∞ 时,有λn →+∞,

tλn →t0,

M(‖tλnu0‖p)tp
λn‖u0‖p =tp*

λn∫Ω
|u0|p*dx+λntq

λn∫􀆟Ω
|u0|qdσ

若t0 >0,可得

M(‖t0u0‖p)tp
0‖u0‖p =∞

这是不可能的.因此当λ → ∞ 时,tλ →0,则有

0<cλ ≤Iλ(tλu0)≤
1
p

M
∧
(‖tλu0‖p)→0

从而存在λ* >0,使得λ≥λ*,

supIλ(tu)<
1
q -

1
p*

æ

è
ç

ö

ø
÷(M0S)

N
P

 引理4 若cλ <
1
q -

1
p*

æ

è
ç

ö

ø
÷(M0S)

N
P,则Iλ(u)满足(PS)cλ 条件.

证  步骤1 证明(PS)cλ 序列的有界性.

设{un}⊂X 是Iλ(u)的一个(PS)cλ 序列,即当n→ ∞,有

Iλ(un)→cλ   I'λ(un)→0 (4)

则

1+cλ +o(‖un‖)≥

Iλ(un)-
1
q
<I'λ(un),un>=

1
p

M
∧
(‖un‖p)-

1
q
M(‖un‖p)‖un‖p +

1
q -

1
p*

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

|un|p*dx≥

δ
p -

1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷M0‖un‖p

因为δ∈ (ξ,1],1<p<q<p*,则{un}是X 上的有界序列.

步骤2 证明在Lp*(Ω)中,un →u.
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由步骤1可知,{un}在X 上有界,从而存在弱收敛子列,仍然记为{un},在X 中,{un}是弱收敛的,

un⇀u;在Lr(Ω)中,{un}是强收敛的,un →u,其中r∈(p,p*);在Ω 中,un →u几乎处处成立.运用

文献[13]中引理4.1的集中紧性原理,在 M(RN)中有

‖un‖p⇀μ   |un|p*⇀υ
这里μ,υ是非负有界测度,M(RN)是RN 上的有界测度空间.在至多可数的集J上,存在RN 中的不相等的

点族{xj ∈Ω|j∈J},以及一个正数族{vj ∈Ω|j∈J},使得

μ≥ ‖u‖p +∑
j∈J

μjδxj   μj >0

υ=|u|p* +∑
j∈J

υjδxj   υj >0

μj ≥Sυ
p

p*
j

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(5)

其中δxj 是xj 上的Dirac测度.定义函数φ ∈C∞
0 (RN),ε=

1
2infxj∈J

dist(xj,􀆟Ω),使得在Bε
2
(xj)中,

φ ≡1;在Ω\Bε(xj)中,φ=0;且存在C2 >0使得|∇φ|≤C2.由(4)式可知

lim
n→∞
<I'λ(un),unφ>=0

即

M(‖un‖p)∫Ω
(|∇un|p-2∇un∇unφ+|un|pφ)dx=

-M(‖un‖p)∫Ω
un|∇un|p-2∇un∇φdx+∫Ω

|un|p*-1unφdx+λ∫􀆟Ω
|un|q-1unφdσ+o(1) (6)

由{‖un‖}有界和勒贝格控制收敛定理以及迹定理,可得

limsup
n→∞ ∫􀆟Ω

|un|q-1φundσ=0 (7)

由Hölder不等式可得

limsup
n→∞

M(‖un‖p)∫Ω
un|∇un|p-2∇un∇φdx ≤

limsup
n→∞ ∫Ω

|∇un|pdx( )
p-1
p∫Ω

|un∇φ|pdx( )
1
p
M(‖un‖p)≤

C3∫B(xj,ε)
|∇φ|Ndx( )

1
N∫B(xj,ε)

|un|p*dx( )
1

p*
≤C4∫B(xj,ε)

|un|p*dx( )
1

p*
→0 (8)

当ε→0时,由(6),(7),(8)式以及条件(M1)可得M0∫Ω
φdμ≤∫Ω

φdυ,即M0μj≤υj.由(5)式可得vj≥

(M0S)
N
p 或vj =0.接下来证明vj ≥ (M0S)

N
p 是不可能的.假设存在j0,使得vj0 ≥ (M0S)

N
p,得到

cλ =lim
n→∞

Iλ(un)-
1
q
<I'λ(un),un>

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥

1
p

M
∧
(‖u‖p)-

1
q
M(‖u‖p)‖u‖p +

1
q -

1
p*

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

|u|p*dx≥

δ
p -

1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷M0‖u‖p +

1
q -

1
p*

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

|u|p*dx ≥

1
q -

1
p*

æ

è
ç

ö

ø
÷vj0 ≥

1
q -

1
p*

æ

è
ç

ö

ø
÷(M0S)

N
p

矛盾,因此当n→ ∞ 时,∫Ω
|un|p*dx →∫Ω

|u|p*dx.

步骤3 证明在X 中,un →u.
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由(4)式可知,在X* 中,I'λ(un)→0;在X 中,un⇀u.于是当n→ ∞时,<I'λ(un),un -u>→0.所以

on(1)=<I'λ(un),un -u>=

M(‖un‖p)∫Ω
(|∇un|p-2∇un∇(un -u)+|un|p-2un(un -u))dx-

∫Ω
|un|p*-2un(un -u)dx-λ∫􀆟Ω

|un|q-2un(un -u)dσ (9)

由Hölder不等式和un →u 在Lp*(Ω)中强收敛,可得

∫Ω
|un|p*-2un(un -u)dx ≤∫Ω

(|un|p*-1)
p*

p*-1dx( )
p*-1
p*∫Ω

|un -u|p*dx( )
1

p*
→0 (10)

由Hölder不等式和迹嵌入定理,对r∈ [p,p*),嵌入X ⤿Lr(􀆟Ω)是紧的,可得

λ∫􀆟Ω
|un|q-2un(un -u)dσ ≤ λ∫􀆟Ω

|un|q-1(un -u)dσ ≤

λ∫􀆟Ω
|un|qdσ( )

q-1
q∫􀆟Ω

|un -u|qdσ( )
1
q
→0 (11)

由(9)-(11)式和{M(‖un‖p)}是有界的,可得

lim
n→∞∫Ω

(|∇un|p-2∇un∇(un -u)+|un|p-2un(un -u))dx=0 (12)

在证明中将会用到下面不等式:

|ξ-η|p ≤
C1p(|ξ|p-2ξ-|η|p-2η)(ξ-η)   p≥2

C2p[(|ξ|p-2ξ-|η|p-2η)(ξ-η)]
p
2(|ξ|p +|η|p)

2-p
2    1<p<2{ (13)

其中C1p,C2p 是与p 有关的正数.
分为以下两种情况讨论:

情形1 当p≥2时,由(12),(13)式以及{un}在X 中弱收敛,un⇀u,可得

‖un -u‖p =∫Ω
(|∇(un -u)|p +|un -u|p)dx≤

C1p∫Ω
[(|∇un|p-2∇un -|∇u|p-2∇u)(∇un -∇u)+(|un|p-2un -|u|p-2u)(un -u)]dx=

C1p∫Ω
[|∇un|p-2∇un(∇un -∇u)+|un|p-2un(un -u)]dx-

C1p∫Ω
(|∇u|p-2∇u(∇un -∇u)+|u|p-2u(un -u))dx=

on(1)+<u,un -u>=on(1)

 情形2 当1<p<2时,{‖un‖}是有界的.对所有a,b>0,有

(a+b)
2-p
2 ≤a

2-p
2 +b

2-p
2

我们有

‖un -u‖p ≤C2p[∫Ω
(|∇un|p-2∇un(∇un -∇u)+|un|p-2un(un -u))dx-

∫Ω
(|∇u|p-2∇u(∇un -∇u)+|u|p-2u(un -u))dx]

p
2(‖un‖p +‖u‖p)

2-p
2 =on(1)

所以当n→ ∞ 时,{un}在X 中强收敛于u.
定理1的证明

由引理3可知,当λ →+∞ 时,0<cλ →0,所以存在λ* >0,当λ≥λ* 时,有

cλ <
1
q -

1
p*

æ

è
ç

ö

ø
÷(M0S)

N
p
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通过引理4可知Iλ(u)满足(PS)cλ 条件,由极大极小值原理可知,泛函Iλ 在cλ 处存在临界点uλ,由

Iλ(uλ)=cλ >0,故uλ ≠0.
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