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具有非线性出生率和医院容纳量的传染病模型①

刘单, 刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:该文建立并分析了一类具有非线性出生率和医院容纳量的传染病模型.首先,得到了模型解的非负性和有界

性.其次,计算基本再生数,并得到了无病平衡点的稳定性.再次,讨论了地方病平衡点的存在情况,并得到了模型

发生后向分支的参数条件.分析该参数条件可知,医院收治病人能力越大,后向分支发生的可能性越小.最后,通

过数值模拟验证了所得理论结果.
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Abstract:Inthispaper,aninfectiousdiseasemodelwithnonlinearbirthrateandhospitalcapacityhasbeen
establishedandanalyzed.Firstly,thenonnegativityandboundednessofthemodelsolutionshavebeenob-
tained.Secondly,thebasicreproductionnumberhasbeencalculated,andthestabilityofthedisease-freee-
quilibriumpointbeenobtained.Thirdly,theexistenceoftheendemicpointhasbeendiscussed,andthepa-
rameterconditionfortheoccurrenceofbackwardbifurcationofthemodelbeenobtained.Analysisofthe
parameterconditionsshowsthatthegreaterthehospital'sabilitytoadmitpatients,thelesslikelytheback-
wardbifurcationwilloccur.Finally,theobtainedtheoreticalresultsareverifiedvianumericalsimulations.
Keywords:hospitalcapacity;nonlinearbirthrate;backwardbifurcation;Lyapunovstable

传染病是由各类病原体引起的能在人与人、动物与动物或者人与动物之间传播的一类疾病.传染病的

爆发可能会对人类的公共卫生安全和生命健康造成重大伤害,故传染病的监督防治一直是人类重视的工作

内容.数学动力学模型是用来分析传染病传播和控制问题的重要工具之一.文献[1]将人群分为易感者(S)、
感染者(I)、康复者(R),建立了著名的SIR 仓室模型来研究传染病.此后,仓室模型得到了广泛地研

究[2-16].特别地,文献[2-4]考虑了医院治疗有限的因素,采用了以下不同的治疗函数:

g(I)=
γI
1+αI
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或者

h(I)=
kI,0≤I≤I0
m,I>I0{

考虑到人口规模非恒定,且生存资源有限,用指数增长来描述人口增长不太符合实际情况.基于此,文献

[5,11,12]中的传染病模型里采用了非线性出生率函数.文献[11]在没有疾病的情况下,假设人口增长的

方程:

dN
dt =b(N)N -dN

其中,d 是死亡率常数,b(N)N 是出生率函数,且b(N)必须满足3个条件:

(1)b(N)>0;

(2)b(N)是连续可微的,且b'(N)<0;

(3)b(0+)>d>b(∞).

并提出b(N)可以采取的一种形式为:b(N)=
A
N +c,A >0,d>c>0.

当传染病在传播时,自由活动的人群中会有患病者和易感者,病人中的一部分会去医院,患病者的另

一部分在未察觉到自身患病时会感染他人.所以,本文将人群分为易感者(S)、感染者(I)、住院者(H)、
康复者(R).传染病爆发时,由于医院的物资、空间、医护人员都是有限的,病人数目过多时,医院不可能

接受全部病人.另外,医院的医疗资源紧张程度也会对感染者是否选择去就医产生一定影响.鉴于此,考虑

非线性出生率b(N)=
A
N +B,(B <μ)和医院容纳量,建立了如下模型:

dS(t)
dt =

A
N +Bæ

è
ç

ö

ø
÷N -βSI-μS

dI(t)
dt =βSI-rI1-

H
K

æ

è
ç

ö

ø
÷-γ1I-ε1I-μI

dH(t)
dt =rI1-

H
K

æ

è
ç

ö

ø
÷-γ2H -ε2H -μH

dR(t)
dt =γ1I+γ2H -μR

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(1)

其中:S(t),I(t),H(t),R(t)分别表示t时刻易感者、感染者、住院者以及康复者的数量,N 表示总的人

口数量,N =S+I+H +R,A 表示人口输入数量,B 和μ分别是出生率和自然死亡率,ε1 和ε2 分别是感

染者与住院者的因病死亡率,β是感染率,γ1是感染者的自愈率,γ2是住院者的治愈率,r是已感染的人去

医院就医的转移率,K 表示医院所能收治的病人最大数目.

1 解的非负性和有界性

定理1 当初始值满足S(0)>0,I(0)>0,H(0)>0,R(0)>0时,模型(1)的解(S(t),I(t),
H(t),R(t))对于任意t>0是正的且一致有界的.

证  首先证明对于任意的t>0,有I(t)>0.由模型(1)的第二个方程可得

I(t)=I(0)e∫
t
0
(βS(η)-r+r

H(η)
K -γ1-ε1-μ)dη

因此对于任意t>0,有I(t)>0.
再证明对于任意的t>0,H(t)>0成立.否则,存在t1>0是使得H(t)=0成立的最小时刻.因为

H(0)>0,故当t∈ [0,t1)时,有 H(t)>0.根据模型(1)的第三个方程,得

dH
dt t=t1

=rI(t1)>0

从而存在δ1 >0,使得t∈(t1-δ1,t1),有H(t)<0.这与当t∈[0,t1)时,H(t)>0矛盾.故对于任

意的t>0,H(t)>0.
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由模型(1)的第4个方程可得

R(t)= R(0)+∫
t

0
(γ2H(η)+γ1I(η))eμηdη[ ]e-μt

由t>0,H(t)>0,I(t)>0可知,对于任意t>0,R(t)>0.
最后,证明对于任意t>0,S(t)>0成立.否则,存在t2>0是使得S(t)=0成立的最小时刻.因为

S(0)>0,故当t∈ [0,t2)时,有S(t)>0.根据模型(1)的第一个方程有

dS
dt t=t2

=A+B(I(t2)+H(t2)+R(t2))>0

故存在δ2 >0,使得当t∈(t2-δ2,t2)时S(t)<0.这与当t∈[0,t2)时S(t)>0矛盾.所以,对任意

t>0,S(t)>0.
接下来证明解的一致有界性.令N(t)=S(t)+I(t)+H(t)+R(t),由模型(1)可得

dN(t)
dt =A+BN(t)-μN(t)-ε1I(t)-ε2H(t)≤A-(μ-B)N(t)

则有

limsup
t→∞

N(t)≤
A

μ-B
即模型(1)的解是一致有界的.

由定理(1)可知,R4+ 的内部是关于模型(1)的正不变集.类似地,也可证明R4+ 是模型(1)的正不变集.
因此,我们可在可行域:

G= (S(t),I(t),H(t),R(t))∈R4+:S(t),I(t),H(t),R(t)≥0;S(t)+I(t)+H(t)+R(t)≤
A

μ-B{ }
内对模型(1)进行研究.

2 基本再生数和无病平衡点的稳定性

利用文献[6]中的下一代矩阵方法,计算出模型的基本再生数:

R0= βA
(μ-B)(r+γ1+ε1+μ)

令模型(1)中右端的4个方程等于0,可得模型的无病平衡点:E0=
A

μ-B
,0,0,0æ

è
ç

ö

ø
÷ .

定理2 若R0 <1,则模型(1)无病平衡点E0 局部渐近稳定;若R0 >1,则E0 不稳定.
证  模型(1)在平衡点E0 处的雅可比矩阵:

B-μ B- βA
μ-B B B

0 βA
μ-B-r-γ1-ε1-μ 0 0

0 r -γ2-ε2-μ 0
0 γ1 γ2 -μ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

其特征方程:

λ-(B-μ) -B+ βA
μ-B -B -B

0 λ- βA
μ-B+r+γ1+ε1+μ 0 0

0 -r λ+γ2+ε2+μ 0
0 -γ1 -γ2 λ+μ

=0

特征根为

λ1=B-μ,λ2= βA
μ-B-r-γ1-ε1-μ,λ3=-γ2-ε2-μ,λ4=-μ
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显然λ1,λ3,λ4 都小于0,当R0 <1时,λ2 <0.所以,若R0 <1,无病平衡点E0 局部渐近稳定.
当R0 >1时,λ2 >0,此时,E0 不稳定.

定理3 当 βA
(μ-B)(μ+ε1+γ1)<

1时,E0 全局渐近稳定.

证  对V 函数

V(t)=I(t)+H(t)
沿着模型(1)的解轨线求导,得

dV
dt=βSI-rI1-

H
K

æ

è
ç

ö

ø
÷-(μ+ε1+γ1)I+rI1-

H
K

æ

è
ç

ö

ø
÷-(μ+ε2+γ2)H =

βSI-(μ+ε1+γ1)I-(μ+ε2+γ2)H ≤
[βS-(μ+ε1+γ1)]I

 在G 内有S≤
A

μ-B.当 βA
(μ-B)(μ+ε1+γ1)<

1时,dV
dt≤0.

dV
dt=0当且仅当I=0,H =0.所以,

(S,I,H,R)∈G dV
dt=0{ } 的最大不变集是{E0}.由LaSalle不变集原理[9]可知,E0 全局渐近稳定.

3 地方病平衡点存在性和后向分支

3.1 地方病平衡点的存在性

令模型(1)右边的4个方程等于0,得

A
N +Bæ

è
ç

ö

ø
÷N -βS*I* -μS* =0

βS*I* -rI* 1-
H *

K
æ

è
ç

ö

ø
÷-γ1I* -ε1I* -μI* =0

rI* 1-
H *

K
æ

è
ç

ö

ø
÷-γ2H * -ε2H * -μH * =0

γ1I* +γ2H * -μR* =0

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(2)

在方程组(2)中,通过计算可得

S* =
A+B I* +H * +

γ2

μ
H * +

γ1

μ
I*æ

è
ç

ö

ø
÷

βI* +μ-B

H * =
rI*

r
KI* +γ2+μ+ε2

R* =
γ1

μ
I* +

γ2

μ
H *

由方程组(2)中的第二个方程,可得

βS* -r+rH *

K -γ1-μ-ε1=0

将上述S*,H * 的表达式代入,得

β
A+B I* +H * +

γ2

μ
H * +

γ1

μ
I*æ

è
ç

ö

ø
÷

βI* +μ-B +rH *

K -r-γ1-μ-ε1=0

β A r
KI* +γ2+μ+ε2

æ

è
ç

ö

ø
÷+BI* +

γ1
μ
I*æ

è
ç

ö

ø
÷

r
KI* +γ2+μ+ε2

æ

è
ç

ö

ø
÷+B1+

γ2
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷rI*é

ë
êê
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úú+

r2

KI
*(βI* +μ-B)-

(r+γ1+ε1+μ)(βI* +μ-B)r
KI* +γ2+μ+ε2

æ

è
ç

ö

ø
÷=0

合并计算,得到一个关于I* 的一元二次方程
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p(I*)2+qI* +M =0 (3)
其中:

p=βB 1+
γ1

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷
r
K -(γ1+μ+ε1)β

r
K

q=-(r+γ1+ε1+μ)β(γ2+μ+ε2)+(μ-B)rK
é

ë
êê

ù

û
úú+Aβr

K +

βB 1+
γ1

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷(γ2+μ+ε2)+βB 1+

γ2

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷r+(μ-B)r

2

K
M =(γ2+μ+ε2)[βA-(r+γ1+μ+ε1)(μ-B)]

因为B <μ,所以

p=βB 1+
γ1

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷
r
K -(γ1+μ+ε1)β

r
K <βr

K
(B-μ-ε1)<0

R0 与M 有如下等价关系

R0 >1⇔M >0,R0=1⇔M =0,R0 <1⇔M <0
 若R0 >1,则有M >0,又由于p<0,此时方程(3)必存在一个正根.当R0=1时,M =0成立,由

于p<0,若q>0,此时方程(3)必存在一个正根;若q<0,方程(3)不存在正根.当R0 <1时,

Δ=q2-4p(γ2+μ+ε2)[βA-(r+γ1+μ+ε1)(μ-B)]=

q2-4p(γ2+μ+ε2)βA 1-
1
R0

æ

è
ç

ö

ø
÷

定义

Rc
0=

4pβA(γ2+μ+ε2)
4pβA(γ2+μ+ε2)-q2

则有等价关系

Δ=0⇔R0=Rc
0,Δ>0⇔R0 >Rc

0,Δ<0⇔R0 <Rc
0

当满足R0 <1且q>0时,有

1)R0=Rc
0⇔ 方程(3)有一个正根;

2)R0 >Rc
0⇔ 方程(3)有两个正根;

3)R0 <Rc
0⇔ 方程(3)没有正根.

此外当R0 <1且q<0,方程(3)不存在正根.
综上所述,有如下定理:
定理4 对于模型(1),有

1)若R0 >1,存在唯一的地方病平衡点;

2)若R0 ≤1且q<0,不存在地方病平衡点;

3)若R0=1且q>0,存在唯一的地方病平衡点;

4)若Rc
0 <R0 <1且q>0,存在两个地方病平衡点;

5)若R0=Rc
0 <1且q>0,存在唯一的地方病平衡点;

6)若R0 <Rc
0 <1且q>0,不存在地方病平衡点.

3.2 后向分支

本节将利用如下引理来计算分析后向分支存在的参数条件.
引理1[10] 考虑如下具有一般参数φ 的常微分系统:

dx
dt=f(x,φ),f:Rn ×R →Rn,f∈C2(Rn ×R) (4)

其中0是系统(4)的一个平衡点,满足f(0,φ)=0.假设:

(A1)A=Dxf(0,0)=
∂fi

∂xj
(0,0)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是系统(4)在x=0,φ=0时的线性化矩阵.0是A的单特征值,
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且A的其他特征值具有负实部;
(A2)A的0特征根有非负的右特征向量w 和左特征向量v.
设fk 是f 的第k个分量,定义:

a= ∑
n

k,i,j=1
vkwiwj

∂2fk

∂xi∂xj
(0,0)

b=∑
n

k,i=1
vkwi

∂2fk

∂xi∂φ
(0,0)

则系统(4)在x=0处的局部动力学性质完全由a,b决定:

1)若a>0,b>0.当φ<0,|φ|≪1时,x=0局部渐近稳定,且存在一个正的不稳定的平衡点;当

0<φ ≪1时,x=0是不稳定的,且存在一个负的局部渐近稳定的平衡点;

2)若a<0,b<0.当φ <0,|φ|≪1时,x=0是不稳定的;当0<φ ≪1时,x=0局部渐近稳

定,且存在一个正的不稳定的平衡点;

3)若a>0,b<0.当φ<0,|φ|≪1时,x=0是不稳定的,且存在一个局部渐近稳定的负平衡点;
当0<φ≪1时,x=0是稳定的,且存在一个正的不稳定的平衡点;

4)若a<0,b>0.当φ 从负变为正时,x=0的稳定性从稳定变为不稳定,相应的一个负的不稳定的

平衡点变为正的局部渐近稳定的平衡点.
由上述引理可以知道:当a>0,b>0时,系统会在φ=0处出现后向分支.若a<0,b>0,系统在

φ=0有前向分支.下面将运用引理1来找出模型(1)中前向分支、后向分支的存在条件,定义

R* =
K(r+γ1+μ+ε1)[B(μ+γ1)(γ2+μ+ε2)+Brμ+Brγ2]+Aμr2

Kμ(r+γ1+ε1+μ)2(γ2+ε2+μ)

 定理5 若R* >1,模型(1)在R0=1处发生后向分支;若R* <1,则模型(1)在R0=1处有前向

分支.
证  选择β 作为分支参数,当R0=1时,有

β* =
(μ-B)(r+γ1+μ+ε1)

A

 下面验证模型(1)在无病平衡点E0=
A

μ-B
,0,0,0æ

è
ç

ö

ø
÷ 处满足引理1中的A1,A2条件.根据引理1,记

x=(S,I,H,R),有

f(x,β)=

A+BN -βSI-μS

βSI-rI1-
H
K

æ

è
ç

ö

ø
÷-γ1I-ε1I-μI

rI1-
H
K

æ

è
ç

ö

ø
÷-γ2H -ε2H -μH

γ1I+γ2H -μR

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

f 在(E0,β*)处的线性化矩阵为

A=

B-μ B-β*A
μ-B B B

0 β*A
μ-B-r-γ1-ε1-μ 0 0

0 r -γ2-ε2-μ 0
0 γ1 γ2 -μ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

A 的特征方程:

(λ+μ)[λ-(B-μ)]λ-β*A
μ-B+r+γ1+ε1+μ

æ

è
ç

ö

ø
÷(λ+γ2+ε2+μ)=0

显然0是A 的特征单根,且其他特征根都具有负实部.引理1中的A1成立.
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计算A 的0特征根的右特征向量w,有

B-μ B-β*A
μ-B B B

0 β*A
μ-B-r-γ1-ε1-μ 0 0

0 r -γ2-ε2-μ 0
0 γ1 γ2 -μ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

w1

w2

w3

w4

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

=0

结果为

w=
1

r(μ-B) B-β*A
μ-B+

Bγ1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷(γ2+μ+ε2)+Br+

Br
μ
γ2

é

ë
êê

ù

û
úú ,

γ2+ε2+μ
r

,1,1rμ
[γ1(γ2+ε2+μ)+rγ2]

æ

è
ç

ö

ø
÷

T

 同理计算左特征向量v:

v1 v2 v3 v4( )

B-μ B-β*A
μ-B B B

0 β*A
μ-B-r-γ1-ε1-μ 0 0

0 r -γ2-ε2-μ 0
0 γ1 γ2 -μ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

=0

可得

v=(0,1,0,0)
引理中的A2满足.

下面计算参数a,b.根据a,b的表达式和v可知,只需计算f2 在(E0,β*)处的各项偏导数.结果为

∂2f2

∂x1∂x2
=
∂2f2

∂x2∂x1
=β*,∂

2f2

∂x2∂x3
=
∂2f2

∂x3∂x2
=

r
K
,∂

2f2

∂x2∂β
=

A
μ-B

其余偏导数都为零.由此可得:

a=2w2v2 w1β* +w3
r
K

æ

è
ç

ö

ø
÷=

2
γ2+ε2+μ

r
β*

r(μ-B) B-β*A
μ-B+

Bγ1

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷(γ2+μ+ε2)+Br+

Br
μ
γ2

é

ë
êê

ù

û
úú+

r
K{ }

b=v2w2
∂2f2

∂x2∂β
=
γ2+ε2+μ

r
· A
μ-B

显然,b>0是成立的.接下来讨论a 的情况,将β* 的表达式代入a,可得

a=2
γ2+ε2+μ

r
r+γ1+ε1+μ

Ar B-r-γ1-ε1-μ+
Bγ1

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷(γ2+ε2+μ)+Br+

Brγ2

μ
é

ë
êê

ù

û
úú+

r
K{ }

 根据R* 的定义,则有

a>0⇔R* >1,a<0⇔R* <1
由引理1可知,当R* >1时,模型(1)在R0=1处发生后向分支.若R* <1时,模型(1)在R0=1处出

现前向分支.

4 数值模拟

下面对理论结果进行简单的数值模拟.
令A=10,B=0.001,β=0.003,μ=0.1,r=0.5,K=200,γ1=0.2,γ2=0.8,ε1=0.2,ε2=0.1.

此时,R0=0.30303<1,其感染者(I)的数量随时间变化见图1(a),可以看到无病平衡点局部渐近稳定.
令A=20,B=0.001,β=0.03,μ=0.1,r=0.5,K=200,γ1=0.2,ε1=0.2,γ2=0.8,ε2=0.1.

这时,R0=6.0606>1.在这种情况下,无病平衡点不稳定,存在一个地方病平衡点,疾病不能被消灭

(图1(b)).
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图1 I 的时间序列图

由R* 的表达式可知,K 越大,R* 越小,模型(1)出现后向分支的可能性越低.选取参数值:A=20,

μ=0.008,r=0.5,B=0.001,γ1=0.1,γ2=0.3,ε1=0.1,ε2=0.05.K 分别取5,10,20,50,对应的R*

分别为:5.667520352,2.881267908,1.488141687,0.6522659545,数值模拟得到图2.可以看到随着

K 的增大,R* 在减小,模型(1)出现后向分支的区域越小.当K 增大到一定程度时,R* <1,后向分支消

失,出现前向分支,这与定理5的结论一致.

图2 模型(1)的分支
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5 结语

本文将人群分为易感者(S)、感染者(I)、住院者(H)、康复者(R).考虑到非线性出生率和医院收治能

力有限,本文建立了一类SIHR模型.我们对模型的动力学性质进行了分析和讨论,得到了:R0<1时,无

病平衡点局部渐近稳定.同时定理4指出地方病平衡点的存在情况.基于此,运用文献[10]中的定理,得到

了后向分支的存在条件,即:当R* >1,模型会在R0=1处发生后向分支.分析定理5中的R*,可知K 与

R* 成反比,增大K 会使得后向分支出现的可能性降低.那么,增大医院容纳量,提高医疗条件,尽可能收

治病人,有助于控制病情的传播.另外,本文未对地方病平衡点的稳定性进行探讨,之后可以进一步讨论.
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