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具有治疗和免疫时滞的乙肝病毒模型的稳定性①

沈佳星, 刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:建立并分析了具有治疗和免疫时滞的乙肝病毒动力学模型.首先,证明了解的正性和有界性.其次,讨论了

模型平衡点的存在唯一性,并计算了基本再生数和免疫再生数.再次,通过LaSalle不变集原理和构造Lyapunov泛

函得到无病平衡点和无免疫平衡点的稳定性;同时分别得到地方病平衡点局部渐近稳定以及产生 Hopf分支的条

件.最后,通过数值模拟验证了理论结果.
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StabilityofaDelayedHepatitisBVirusInfectionModelwith
DrugTreatmentandImmuneResponses

SHENJiaxing, LIUXianning
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,adynamicalmodelofhepatitisBvirus,whichincorporatesbothtreatmentand
immuneresponse,hasbeenpresentedandanalyzed.Firstly,thepositivityandboundednessofthesolu-
tionshavebeenproved.Secondly,theexistenceanduniquenessoftheequilibriumofthemodelhasbeen
discussed,andthebasicreproductionnumberandimmunereproductionnumberhavebeencalculated.
Thirdly,thestabilityofdisease-freeequilibriumandimmunefreeequilibrium havebeenobtainedby
Lasalle􀆳sinvarianceprincipleandLyapunovfunctional;theconditionsoflocallyasymptoticallystableof
endemicequilibriumandHopfbifurcationhavebeenobtainedrespectively.Finally,thetheoreticalresults
areverifiedbynumericalsimulations.
Keywords:drugtherapy;delay;Lyapunovstable;Hopfbifurcation;globalstability

乙型病毒性肝炎是由乙型肝炎病毒(hepatitisBvirus,简称HBV)引起的一种传染病.乙肝可分为急性

乙型肝炎和慢性乙型肝炎,慢性乙肝可导致肝硬化和肝癌甚至死亡[1].病毒通过接触感染者的血液或其他

体液传播.HBV入侵人体时,通过与受体结合的方式进入肝细胞,然后HBV的DNA被运输到肝细胞的细
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胞核中进行复制并排出病毒粒子[2-3].
数学模型在研究和控制HBV传播中发挥着不可或缺的作用.自文献[4]提出一个分析抗病毒治疗对减

少病原体载量影响的动力学模型后,许多学者从不同角度建立并分析了 HBV动力学模型.文献[5-8]研究

治疗对于减少病毒传播和抑制病毒传播的作用.文献[9-12]分别研究免疫反应(包括细胞溶解免疫和非细

胞溶解免疫)对控制病毒传播的影响.文献[13]考虑了治疗和已感染细胞的恢复项.然而,文献[13]没有考

虑感染细胞刺激产生CTL免疫细胞所需时间对动力学分析的影响,因此,本文同时考虑了药物治疗和免疫

时滞,建立如下模型:

dx(t)
dt =Λ-(1-u1)βx(t)v(t)+py(t)-σx(t)

dy(t)
dt =(1-u1)βx(t)v(t)-py(t)-σy(t)-qy(t)z(t)

dv(t)
dt =(1-u2)my(t)-μv(t)

dz(t)
dt =sy(t-τ)z(t-τ)-kz(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(1)

其中:x(t),y(t),v(t)和z(t)分别表示未感染细胞浓度、感染细胞的浓度、游离病毒浓度和CTL细胞的

浓度;Λ 表示未感染细胞的产生率;σ表示未感染细胞和感染细胞的死亡率;β表示感染率;u1 表示药物治

疗阻断新感染发生的效率;p 表示感染肝细胞通过非细胞溶解机制转移到未感染细胞的恢复率;q 表示感

染细胞通过免疫介导被杀死的清除率;m 表示游离病毒的产生速率;u2 表示药物治疗抑制病毒产生的效

率;μ表示游离病毒的死亡率;k表示CTL细胞的死亡率;s表示被感染细胞刺激产生CTL细胞的激活率;

τ表示细胞免疫时滞.

1 正性和有界性

设X=C([-τ,0],R4+)是[-τ,0]到R4+ 上的连续映射全体构成的Banach空间,且定义范数‖φ‖=
max

-τ≤θ≤0
|φ(θ)|,φ ∈X.系统(1)的初值条件如下:

x(θ)=φ1(θ),y(θ)=φ2(θ),v(θ)=φ3(θ),z(θ)=φ4(θ),θ∈ [-τ,0] (2)
其中:φ=(φ1(θ),φ2(θ),φ3(θ),φ4(θ))∈X,φi(θ)≥0,φi(0)>0,i=1,2,3,4.根据泛函微分方程

的基本理论,可知系统(1)满足初值条件(2)有唯一解.
定理1 设(x(t),y(t),v(t),z(t))是系统(1)的满足初始条件(2)的唯一解,则对任意t>0,解是

正的且有界的.
证  首先,证明y(t)是正的.假设结论不成立,即存在t>0,使得y(t)=0.令t1=inf{t:t>0,

y(t)=0},因为y(0)>0,故y'(t1)≤0.根据系统(1)的第三个方程,有y'(t1)=(1-u1)βx(t1)v(t1).
下面证明y'(t1)>0.由系统(1)的第一个和第三个方程有:

x(t1)= x(0)+∫
t1

0
(Λ+py(θ))e∫

θ
0
(1-u1)βv(η)+σdηdθ[ ]e-∫t10 (1-u1)βv(θ)+σdθ

v(t1)= v(0)+∫
t1

0
(1-u2)my(θ)eμθdθ[ ]e-μt1

可知x(t1)>0,v(t1)>0,故y'(t1)>0,矛盾.故y(t)为正.易得x(t),v(t)均为正.下证z(t)为正.
假设结论不成立,即存在t>0,使得z(t)=0.令t2=inf{t:t>0,z(t)=0},则z'(t2)≤0,z(t2)=0.
由τ>0,t2-τ<t2,得z(t2-τ)>0,又因y(t2-τ)>0,可得z'(t2)=sy(t2-τ)z(t2-τ)>0,矛

盾.故z(t)为正.
下证系统(1)解的有界性.令

N(t)=x(t)+y(t)+
σ

2(1-u2)m
v(t)+

q
sz(t+τ)
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沿着系统(1)对t求导

dN
dt =Λ-σx-σy-qyz+

σ
2y-

σμ
2(1-u2)m

v+qyz-
qk
sz(t+τ)=

Λ-σx-
σ
2y-

σμ
2(1-u2)m

v-
qk
sz(t+τ)≤

Λ-n
~

N(t)

其中n~ =min
σ
2
,μ,k{ } .由比较定理可得

N(t)≤
Λ
n~

+ε

其中ε是任意小的正常数.故系统(1)的解是有界的.

2 平衡点和基本再生数

利用下一代矩阵法[14],可得系统(1)的基本再生数和免疫再生数:

R0=
(1-u1)(1-u2)βΛm

σμ(p+σ)
,R1=

(1-u1)(1-u2)βm(sΛ+pk)
(p+σ)[sσμ+(1-u1)(1-u2)βmk]

下面我们考虑平衡点的存在性,令系统(1)右边4个方程为0,可得:

Λ-(1-u1)βxv+py-σx=0
(1-u1)βxv-py-σy-qyz=0
(1-u2)my-μv=0
sy(t-τ)z(t-τ)-kz=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

显然,系统(1)存在无病平衡点E0=(x0,0,0,0)=
Λ
σ
,0,0,0æ

è
ç

ö

ø
÷ .当R0 >1时,存在无免疫平衡点

E1=(x1,y1,v1,0),其中

x1= μ(p+σ)
(1-u1)(1-u2)βm

,y1=
Λ
σ 1-

1
R0

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,v1=

(1-u2)my1

μ
当R1 >1时,存在地方病平衡点E2=(x2,y2,v2,z2),其中

x2= μ(sΛ+pk)
sσμ+(1-u1)(1-u2)βmk

,y2=
k
s
,v2=

(1-u2)my2

μ
,z2=

p+σ
q

(R1-1)

为了简化免疫再生数R1,定义R*
1 =

(1-u1)(1-u2)βmsΛ
σμs(p+σ)+(1-u1)(1-u2)βmσk

,有如下引理成立:

引理1 (a)R1 <1⇔R*
1 <1;

(b)R1 >1⇔R*
1 >1;

(c)R1=1⇔R*
1 =1.

证  先证明(a)成立:

R1 <1⇔
(1-u1)(1-u2)βm(sΛ+pk)

(p+σ)[sσμ+(1-u1)(1-u2)βmk]<1

⇔(1-u1)(1-u2)βmsΛ < (p+σ)sσμ+(1-u1)(1-u2)βmσk
⇔R*

1 <1
类似地,(b)和(c)也成立.

3 平衡点的稳定性

3.1 无病平衡点的稳定性

定理2 当R0 <1时,无病平衡点E0 局部渐近稳定;当R0 >1时,E0 不稳定.
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证  系统(1)线性化后在E0 处的特征方程为

(λ+σ)(λ+k)λ2+(μ+p+σ)λ+μ(p+σ)-
(1-u1)(1-u2)βmΛ

σ
é

ë
êê

ù

û
úú=0 (3)

显然方程(3)有两个负特征根λ=-σ,λ=-k.其它特征根λ 满足方程

λ2+(μ+p+σ)λ+μ(p+σ)-
(1-u1)(1-u2)βmΛ

σ =0 (4)

显然μ+p+σ>0,当R0 <1时,

μ(p+σ)-
(1-u1)(1-u2)βmΛ

σ =μ(p+σ)(1-R0)>0

故方程(4)的两个特征根实部均为负.因此,当R0<1时,无病平衡点E0 局部渐近稳定.当R0>1时,方

程(4)的两个特征根实部一正一负,故E0 不稳定.
定理3 当R0 ≤1时,无病平衡点E0 全局渐近稳定.
证  定义Lyapunov泛函如下:

V1(t)=x-x0-x0ln
x
x0

+y+
(1-u1)βx0

μ
v+

p
2(p+2σ)x0

(x-x0+y)2

沿着系统(1)轨线的全导数为:

V'
1(t)= 1-

x0

x
æ

è
ç

ö

ø
÷ -σx1-

x0

x
æ

è
ç

ö

ø
÷-(1-u1)βxv+py

é

ë
êê

ù

û
úú+(1-u1)βxv+

(1-u1)(1-u2)βmx0

μ
y-

py-σy-qyz-(1-u1)βx0v+
p

(p+2σ)x0
(x-x0+y)σx0-x( ) -σy-qyz[ ] =

-σx 1-
x0

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+py1-
x0

x
æ

è
ç

ö

ø
÷-py-σy-qyz-

σpx0

p+2σ
1-

x
x0

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
2pσ

p+2σy
1-

x
x0

æ

è
ç

ö

ø
÷-

pσ
(p+2σ)x0

y2-
pq

(p+2σ)x0
(x+y)yz+

p
p+2σqy

z+
(1-u1)(1-u2)βmΛ

σμ
y≤

-σx 1-
x0

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
σpx0

p+2σ
1-

x
x0

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-
pσ

(p+2σ)x0
y2-

pq
(p+2σ)x0

(x+y)yz-

py
x
x0

+
x0

x -2
æ

è
ç

ö

ø
÷-(p+σ)(1-R0)y

当R0≤1时,V'1≤0.V'1=0当且仅当(x,y,v,z)=E0.因此,{E0}是{(x,y,v,z)|V'1(t)=0}的最

大不变集.根据LaSalle不变集原理,可知E0 全局渐近稳定.
3.2 无免疫平衡点的稳定性

定理4 当R1 <1<R0 时,无免疫平衡点E1 局部渐近稳定;当R1 >1时,E1 不稳定.
证  系统(1)线性化后在E1 处的特征方程为

(λ+k-sy1e-λτ)(λ3+K1λ2+K2λ+K3)=0 (5)
其中

K1=μ+p+2σ+(1-u1)βv1

K2=σ(μ+p+σ)+(μ+σ)(1-u1)βv1

K3=μσ(1-u1)βv1

对于方程

λ3+K1λ2+K2λ+K3=0 (6)

当R0 >1时,y1 >0,故K1,K2,K3 均大于0.
K1K2-K3=[μ+p+2σ+(1-u1)βv1][σ(μ+p+σ)+(μ+σ)(1-u1)βv1]-μσ(1-u1)βv1=

[μ+p+σ+(1-u1)βv1]K2+σ2[μ+p+σ+(1-u1)βv1]>0
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由Hurwitz判据法可知方程(6)的特征根均有负实部.下面考虑方程λ+k-sy1e-λτ =0.
1)当τ=0时,λ=sy1-k.定义函数

y=f(x)= μ(Λ-σx)
(1-u1)(1-u2)βmx-pu

f(x)对于x 求导,有

f'(x)=-μ[(1-u1)(1-u2)βmΛ-μσp]
[(1-u1)(1-u2)βx-pu]2

当R0 >1时,(1-u1)(1-u2)βmΛ >μσ(p+σ)>σμp,故对所有的x >0有f'(x)<0,函数f(x)

单调递减.当 R1 =
(1-u1)(1-u2)βm

μ(p+σ) x2 =
x2

x1
<1,有x2 <x1.结合f(x)单调递减,可知y1 =

f(x1)<f(x2)=y2,则λ=sy1-k<sy2-k=0.因此当τ=0时,若R1<1<R0,无免疫平衡点E1

局部渐近稳定.
2)当τ>0时,假设方程λ+k-sy1e-λτ =0有纯虚根λ=±iω(ω >0).代入并分离实部和虚部有

-ω=sy1sinωτ
k=sy1cosωτ{

等式两边分别平方再求和有

ω2=s2y2
1-k2=(sy1+k)(sy1-k) (7)

由1)可知,当R1<1<R0 时,sy1-k<0,这与(7)式矛盾.故方程λ+k-sy1e-λτ =0的特征值有负实

部.因此,当τ>0时,若R1<1<R0,方程(5)的特征根均有负实部,故无免疫平衡点E1局部渐近稳定.

当R1>1时,R1=
x2

x1
>1,即x2>x1,故y2<y1.设P(λ)=λ+k-sy1e-λτ,P(0)=k-sy1<

k-sy2=0,lim
λ→+∞

P(λ)>0.可知方程P(λ)=0的特征根有正实部,此时E1 不稳定.

定理5 当RH <1<R0 <1+
σ
p

时,无免疫平衡点E1 全局渐近稳定.

证  定义Lyapunov泛函如下:

V2(t)=x-x1-x1ln
x
x1

+y-y1-y1ln
y
y1

+
p

2(p+2σ)(x1+y1)
(x-x1+y-y1)2+

(1-u1)βx1

μ
v-v1-v1ln

v
v1

æ

è
ç

ö

ø
÷+

2σq
(p+2σ)s

z+
2σq

p+2σ∫
t

t-τ
y(θ)z(θ)dθ

沿着系统 (1)轨线的全导数为:

V'2(t)= 1-
x1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷[(1-u1)βx1v1-py1+σx1-(1-u1)βxv+py-σx]+

1-
y1

y
æ

è
ç

ö

ø
÷[(1-u1)βxv-py-σy-qyz]+

(1-u1)βx1

μ
1-

v1

v
æ

è
ç

ö

ø
÷[(1-u2)my-μv]+

p
(p+2σ)(x1+y1)

(x-x1+y-y1)(Λ-σx-σy-qyz)+

2σq
p+2σy

(t-τ)z(t-τ)-
2σqk

(p+2σ)s
z+

2σq
p+2σy

z-
2σq

p+2σy
(t-τ)z(t-τ)=

-σx 1-
x1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+p(y-y1)1-
x1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷-(1-u1)βx1v1

x1

x +
xvy1

x1v1y+
yv1

y1v-3
æ

è
ç

ö

ø
÷-qyz+

qy1z-
σp

(p+2σ)(x1+y1)
[(x-x1)2+(y-y1)2]-

pq
(p+2σ)(x1+y1)

(x+y)yz+

p
p+2σqy

z+
2σp

(p+2σ)(x1+y1)
(y-y1)(x-x1)+

2σ
p+2σqy

z-
2σqk

s(p+2σ)
z≤
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(-σx1+py1-py)
(x-x1)2

xx1
-

σp
(p+2σ)(x1+y1)

[(x-x1)2+(y-y1)2]-

pq
(p+2σ)(x1+y1)

(x+y)yz-(1-u1)βx1v1
x1

x +
xvy1

x1v1y+
yv1

y1v-3
æ

è
ç

ö

ø
÷+

σμs(p+σ)+(1-u1)(1-u2)βmσk
σ

p+σ
(1-u1)(1-u2)βmsσ

(RH -1)qz

其中

RH =
(1-u1)(1-u2)βmsΛ

σμs(p+σ)+(1-u1)(1-u2)βmσk
σ

p+σ

>R*
1

-σx1+py1=-
x0

R0
(σ+p-pR0)

可知RH <1<R0<1+
σ
p

时V'2≤0.V'2=0当且仅当(x,y,v,z)=E1.因此,E1{ } 是{(x,y,v,z)|

V'2(t)=0}的最大不变集.根据LaSalle不变集原理,E1 全局渐近稳定.
3.3 地方病平衡点的稳定性

系统(1)线性化后在E2 处的特征方程为

H(λ;τ)=λ4+A1λ3+A2λ2+A3λ+A4+(B1λ3+B2λ2+B3λ+B4)e-λτ =0 (8)
其中

A1=2σ+μ+p+k+qz2+(1-u1)βv2

A2=μk+σk+σμ+(k+σ)(p+σ+qz2)+(1-u1)βv2(k+μ+σ+qz2)

A3=μσk+σk(p+σ+qz2)+(1-u1)βv2[μk+(k+μ)(σ+qz2)]

A4=(1-u1)βv2μk(σ+qz2)

B1=-k
B2=[-2σ-μ-p-(1-u1)βv2]k
B3=[-σμ-σ(p+σ)+μqz2-(1-u1)βv2(μ+σ)]k
B4=[σμqz2-σμ(1-u1)βv2]k

当τ=0时,(8)式变为

H(λ;0)=λ4+a1λ3+a2λ2+a3λ+a4=0 (9)
其中

a1=A1+B1=2σ+μ+p+qz2+(1-u1)βv2

a2=A2+B2=σμ+kqz2+σ(p+σ+qz2)+(1-u1)βv2(μ+σ+qz2)

a3=A3+B3=k(μ+σ)qz2+(1-u1)βv2[μ(σ+qz2)+kqz2]

a4=A4+B4=[(1-u1)βv2+σ]kμqz2
当R1 >1时,ai >0,i=1,2,3,4.

a1a2-a3=[σμ+σ(p+σ+qz2)+(1-u1)βv2(σ+qz2)]a1+kqz2(p+σ+qz2)+

μ(1-u1)βv2[p+σ+μ+(1-u1)βv2]>0
根据Routh-Hurwitz判据知当a1a2a3-a2

3-a2
1a4>0时,方程(9)的特征根均有负实部.根据以上分析,有

如下结论:
定理6 当τ=0,R1>1时,若a1a2a3-a2

3-a2
1a4>0,系统(1)的地方病平衡点E2 局部渐近稳定.

现在我们考虑当τ>0时,纯虚根的存在性.假设方程(8)有纯虚根iω(ω>0),代入到方程(8)中有

ω4-A1ω3i-A2ω2+A3ωi+A4=(B1ω3i+B2ω2-B3ωi-B4)(cosωτ-isinωτ)

06 西南师范大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn    第47卷



分离实部和虚部有

ω4-A2ω2+A4=(B2ω2-B4)cosωτ+(B1ω3-B3ω)sinωτ

-A1ω3+A3ω=(B1ω3-B3ω)cosωτ-(B2ω2-B4)sinωτ{
两边分别平方再求和,可得

ω8+H1ω6+H2ω4+H3ω2+H4=0
其中

H1=A2
1-B2

1-2A2

H2=A2
2+2A4-2A1A3-B2

2+2B1B3

H3=A2
3-2A2A4+2B2B4-B2

3

H4=A2
4-B2

4

定义函数

F(x)≡x4+H1x3+H2x2+H3x+H4

因此,如果方程(8)有纯虚根iω(ω >0),那么方程

F(x)=0 (10)
有正实根ω2.

假设方程(10)有m(1≤m ≤4)个正实根,分别表示为xn(1≤n≤m),我们有

cos(xnτ)=Qn =
(x2

n -A2xn +A4)(B2xn -B4)+xn(-A1xn +A3)(B1xn -B3)
xn (B1xn -B3)2+(B2xn -B4)2

sin(xnτ)=Pn =
xn(x2

n -A2xn +A4)(B1xn -B3)- xn(-A1xn +A3)(B2xn -B4)
xn (B1xn -B3)2+(B2xn -B4)2

解出

τ(j)
n =

1
xn

(arccosQn +2jπ), Pn ≥0

1
xn

(2π-arccosQn +2jπ), Pn <0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中:1≤n ≤ m,j=0,1,2,….设方程(8)的特征根是λ(τ)=α(τ)+iω(τ),满足α(τ(j)
n )=0,

ω(τ(j)
n )=ω.
为了讨论系统(1)的Hopf分支存在性问题,有如下定理:

定理7 
dα(j)

n

dτ τ=τ(j)n

与dF
dτ x=xn

有相同的符号.

证  方程(8)两边对τ 求导,可得

dλ
dτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=
4λ3+3A1λ2+2A2λ+A3

λe-λτ(B1λ3+B2λ2+B3λ+B4)
+

3B1λ2+2B2λ+B3

λ(B1λ3+B2λ2+B3λ+B4)
-

τ
λ =

-
4λ3+3A1λ2+2A2λ+A3

λ(λ4+A1λ3+A2λ2+A3λ+A4)
+

3B1λ2+2B2λ+B3

λ(B1λ3+B2λ2+B3λ+B4)
-

τ
λ

因此有

dα(j)
n

dτ τ=τ(j)n

=Re
dλ
dτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=

Re-
4λ3+3A1λ2+2A2λ+A3

λ(λ4+A1λ3+A2λ2+A3λ+A4)
+

3B1λ2+2B2λ+B3

λ(B1λ3+B2λ2+B3λ+B4)
-

τ
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷=

F'(ω2
0)

(B1ω2
0-B3)2ω2

0+(B4-B2ω2
0)2

显然
dα(j)

n

dτ τ=τ(j)n

与dF
dτ x=xn

有相同的符号.
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由Hopf分支理论,我们有如下定理:
定理8 1)当(10)式无正实根时,对任意的τ≥0,地方病平衡点E2 局部渐近稳定;

2)当(10)式有正实根时,对于τ∈[0,τ0),地方病平衡点E2局部渐近稳定,其中τ0=min{τ(j)
n |1≤

n≤m,j=0,1,2,…};

3)当(10)式有正实根时,系统(1)在τ=τ0 处产生Hopf分支.
证  1)结论显然成立.
2)根据τ0 的定义可知,当τ∈ [0,τ0)时,(10)式没有正实根,即特征根没有穿过虚轴.所以对所有

的τ∈ [0,τ0),(8)式的特征根都具有负实部,此时E2 局部渐近稳定.

3)因为x0 是方程 (10)的单根,可知F'(x0)≠0.由定理7可知dα
dτ τ=τ0

≠0.假设dα
dτ τ=τ0

<0,当

τ=τ0-ε(ε为任意小的正数)时,方程(8)的特征根有正实部,这与2)是矛盾的.故dα
dτ τ=τ0

>0,且当

τ=τ0
时,方程(8)的特征根实部为0或负.这意味着系统(1)产生Hopf分支.

4 数值模拟

为了验证本文的理论结果,取文献[13,15-16]中的数据:Λ=10;β=4.4301;p=0.12;σ=1.0561;

q=0.0007;m=5.3525;μ=0.3818;s=9.2129;k=5.3752.令u1=u2=0.9.可计算出R1=3.7489,
地方病平衡点E2 存在且局部渐近稳定,E2=(7.0993,0.5834,0.8179,461.86),τ0=9.7043.

首先,考虑解的长期行为.当τ=8<τ0 时,地方病平衡点局部渐近稳定(图1);当τ=10>τ0 时,地

方病平衡点不稳定并出现了周期解(图2);图3展示τ=8和τ=10时的相图.数值结果与理论结果相一致.
其次,为了探究药物治疗策略对于控制病毒传播的影响,分别取u1=u2=0.7和u1=u2=0.3.图4中(a)
表明治疗效率越高,未感染细胞浓度的平衡态会明显增加;(b)表明对于不同的治疗效率,虽然感染细胞浓

度最终平衡态相同,但是药物治疗效率越高,感染细胞浓度的峰值会有效下降;(c)表明治疗效率越高,自

由病毒粒子浓度明显降低;(d)表示治疗效率对降低CTL免疫细胞浓度的影响.

图1 τ=8<τ0 时解的时间序列图
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图2 τ=10>τ0 时解的时间序列图

图3 取不同时滞时x(t),y(t),z(t)的相图

图4 药物控制措施对于x(t),y(t),v(t),z(t)的影响
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5 总结

本文研究了一个具有药物治疗和CTL免疫时滞的HBV模型,其中药物治疗包括抑制病毒感染和减少

自由病毒粒子释放,免疫包括细胞溶解免疫和非细胞溶解免疫.计算两个阈值:基本再生数R0 和免疫再生

数R1.应用LaSalle不变集原理和构造Lyapunov泛函得到3个平衡点的稳定性.当R0<1时,无病平衡点

全局渐近稳定;当RH<1<R0<1+
σ
p

时,无免疫平衡点全局渐近稳定.通过理论分析和数值模拟结果可以

看出药物治疗的效率对减少感染细胞(y)和自由病毒粒子(v)浓度有显著效果.其次,时滞的大小影响地方

病平衡点的稳定性:当τ∈[0,τ0)时,地方病平衡点局部渐近稳定;当τ>τ0 时,地方病平衡点不稳定.当

τ=τ0 时,系统产生Hopf分支.定理5的RH<1<R0<1+
σ
p

作为E1 全局稳定成立的条件,或许可以被削

弱;另外,本文未得出地方病平衡点E2 稳定性的具体结论,今后可进一步讨论.

参考文献:
[1] CIUPESM,RIBEIRORM,NELSONPW,etal.ModelingtheMechanismsofAcuteHepatitisBVirusInfection[J].

JournalofTheoreticalBiology,2007,247(1):23-35.
[2] MURRAYJM,GOYALA.InSilicoSingleCellDynamicsofHepatitisBVirusInfectionandClearance[J].Journalof

TheoreticalBiology,2015,366:91-102.
[3] GOYALA,CHAUHANR.TheDynamicsofIntegration,ViralSuppressionandCell-CellTransmissionintheDevelop-

mentofOccultHepatitisBVirusInfection[J].JournalofTheoreticalBiology,2018,455:269-280.
[4] NOWAKMA,BONHOEFFERS,HILLAM,etal.ViralDynamicsinHepatitisBVirusInfection[J].Proceedingsof

theNationalAcademyofSciencesoftheUnitedStatesofAmerica,1996,93(9):4398-4402.
[5] DANANEJ.OptimalControlofViralInfectionModelwithSaturatedInfectionRate[J].NumericalAlgebra,Control

andOptimization,2021,11(3):363-375.
[6] 李雅芝,任新志.间歇性抗病毒治疗的 HBV扩散模型 [J].西南师范大学学报(自然科学版),2020,45(7):18-25.
[7] PRAKASH M,RAKKIYAPPANR,MANIVANNANA,etal.StabilityandBifurcationAnalysisofHepatitisB-Type

VirusInfectionModel[J].MathematicalMethodsintheAppliedSciences,2021,44(8):6462-6481.
[8] RIBEIROR M,GERMANIDISG,POWERSKA,etal.HepatitisBVirusKineticsunderAntiviralTherapySheds

LightonDifferencesinHepatitisBeAntigenPositiveandNegativeInfections[J].TheJournalofInfectiousDiseases,

2010,202(9):1309-1318.
[9] PANGJH,CUIJG,HUIJ.TheImportanceofImmuneResponsesinaModelofHepatitisBVirus[J].NonlinearDy-

namics,2012,67(1):723-734.
[10]ANIJIM,KAVITHAN,BALAMURALITHARANS.MathematicalModelingofHepatitisBVirusInfectionforAnti-

viralTherapyUsingLHAM [J].AdvancesinDifferenceEquations,2020,2020(1):1-19.
[11]YOUSFIN,HATTAFK,TRIDANEA.ModelingtheAdaptiveImmuneResponseinHBVInfection[J].Journalof

MathematicalBiology,2011,63(5):933-957.
[12]ZHANGTQ,WANGJL,LIYQ,etal.DynamicsAnalysisofaDelayedVirusModelwithTwoDifferentTransmis-

sionMethodsandTreatments[J].AdvancesinDifferenceEquations,2020,2020(1):1-17.
[13]YOSYINGYONGP,VIRIYAPONGR.GlobalStabilityandOptimalControlforaHepatitisBVirusInfectionModel

withImmuneResponseandDrugTherapy[J].JournalofAppliedMathematicsandComputing,2019,60(1/2):537-565.
[14]VANDENDRIESSCHEP,WATMOUGHJ.ReproductionNumbersandSub-ThresholdEndemicEquilibriaforCom-

partmentalModelsofDiseaseTransmission[J].MathematicalBiosciences,2002,180(1/2):29-48.
[15]WANGTL,HUZX,LIAOFC.StabilityandHopfBifurcationforaVirusInfectionModelwithDelayedHumoralIm-

munityResponse[J].JournalofMathematicalAnalysisandApplications,2014,411(1):63-74.
[16]PANS,CHAKRABARTYSP.HopfBifurcationandStabilitySwitchesInducedbyHumoralImmuneDelayinHepatitis

C[J].IndianJournalofPureandAppliedMathematics,2020,51(4):1673-1695.

责任编辑 张栒    

46 西南师范大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn    第47卷


