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考虑病毒DNA核衣壳和细胞 细胞感染的

HBV感染模型的阈值动力学研究①
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摘要:为研究 HBVDNA核衣壳和“细胞 细胞”感染对 HBV感染过程的影响,建立了一类具有病毒DNA 核衣壳

和细胞 细胞感染的 HBV感染模型,给出模型的基本再生数,并使用Routh-Hurwitz判据和Lyapunov稳定性理论

得到基本再生数的阈值动力学性质.即如果基本再生数小于1,则无病毒感染平衡点是全局渐近稳定的;如果基本

再生数大于1,则病毒感染平衡态是全局渐近稳定的.结合 Matlab数值模拟验证了模型的理论结果,并揭示细胞

细胞感染将低估 HBV感染过程中感染细胞和病毒载量的最终水平.
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Abstract:Inthispaper,thethresholddynamicsofanHBVinfectionmodelhavebeeninvestigatedwith
DNA-containingcapsidsandcell-cellinfection,andthenextgenerationmatrixbeenusedtoobtainthebas-
icreproductionnumberandshowthethresholddynamicsbyusingLyapunovstabilitytheory.Thatis,if
thebasicreproductionnumberislessthan1,thenthedisease-freeequilibriumisgloballyasymptotically
stable,ifthebasicreproductionnumberismorethan1,thentheuniqueendemicequilibriumisalsoglob-
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据 WHO统计,全球约有20亿人口感染乙型肝炎病毒(HBV),而我国是 HBV感染的高风险区[1-2].
HBV感染及其相关治疗费用给国家合作医疗和医保资金带来巨大的支付压力,给国家、社会和家庭带来
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沉重的经济负担[3].为深入理解细胞水平病毒感染过程的感染机制及动力学行为,传染病模型得到发展并

成为研究传染病传播及防控过程的一个有力工具.
基于HBV病毒感染的机制,文献[4]首次提出HBV病毒感染模型,结果显示该模型能够很好地拟合

慢性HBV携带者使用不同剂量的药物(Lamivudine)后体内病毒水平的临床实验数据.健康肝细胞被细胞

外部游离态的HBV病毒颗粒感染后成为感染细胞,这种感染方式称为“细胞 病毒”感染.众所周知,HBV
病毒颗粒主要由内部核酸和蛋白质外壳构成,核酸在病毒内部称为核心,蛋白质外壳包裹在核酸周围,形

成了衣壳.核心和衣壳合称核衣壳.核衣壳中包含了 HBV的遗传分子,直接影响着病毒颗粒的浓度水平.
文献[5]将病毒DNA核衣壳视为单独仓室,建立并研究了具有病毒DNA核衣壳的 HBV感染模型的稳定

性问题.研究表明,在HBV感染者体内,感染细胞接触健康细胞时会释放大量的病毒,引起健康细胞的感

染,这种感染方式称为“细胞 细胞”感染[6].文献[7-8]考虑了“细胞 细胞”感染的HIV病毒动力学模型,并

对其动力学行为进行了研究.但鲜有文献考虑“细胞 细胞”感染对HBV感染模型的影响.文献[9]指出肝细

胞增殖有助于肝细胞恢复,进而文献[10]提出健康肝细胞以Logistics生长规律产生.因此,有必要提出一

个具有普遍性的增长率函数刻画健康肝细胞的产生和清除.
结合以上讨论,本文将基于健康肝细胞的一般增长率,并考虑细胞 细胞感染方式,建立具有病毒

DNA核衣壳和细胞 细胞感染的HBV感染模型进行研究.

1 模型建立

考虑到健康肝细胞的一般增长率和细胞 细胞感染方式,建立如下具有病毒DNA核衣壳的 HBV感染

模型:
dT(t)
dt =f(T)-β1T(t)V(t)-β2T(t)I(t)

dI(t)
dt =β1T(t)V(t)+β2T(t)I(t)-δI(t)

dD(t)
dt =θI(t)-(α+δ)D(t)

dV(t)
dt =αD(t)-cV(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(1)

其中:T,I,D 和V 分别代表健康肝细胞、被感染的肝细胞、含有病毒DNA核衣壳和血液中自由病毒颗粒

的浓度;健康肝细胞被病毒颗粒感染后以速率β1 成为感染肝细胞,健康肝细胞和被感染细胞接触后以速率

β2 被感染;δ表示感染肝细胞的自然死亡率;感染细胞死亡后以速率θ 释放出病毒DNA核衣壳;HBV
DNA核衣壳以速率δ清除并且以速率α合成新的病毒颗粒;病毒颗粒的自然死亡率是c.以上所有参数均为

正数.f(T)表示健康肝细胞的增长率函数,该函数是光滑且连续的,满足下面的条件

(I)∃T0 >0,使得f(T0)=0并且f(T)(T-T0)<0,T ≠T0.
由条件(I)可以得到,对于任意T≠T0,f'(T)<0,并且当t→∞时,T(t)→T0成立.容易发现,f(T)
包含了常数产生和Logistics产生两种方式,更具有普遍性.

2 解的正性和有界性

引理1 模型(1)具有非负初值的任意解在[0,∞)上是唯一的、非负且一致最终有界的.
证 由文献[11]的相关理论可以直接得到模型(1)的解是唯一存在的.应用微分方程理论中的常数变

易法,得到模型(1)具有非负初值时的解都是非负的.下面将证明模型的解是一致最终有界的.
由条件(I)和模型(1)的第一个方程可以得到,当t≥0并且T≤T0时,f(T)在[0,T0]上有界,即存在

a和b,使得对于任意的T∈[0,T0],有f(T)≤a-bT.从而有dT(t)
dt ≤a-bT,得到lim

t→∞
supT(t)≤

a
b.

定义一个新变量W(t)=T(t)+I(t).将W(t)关于t求导,得到

dW(t)
dt =f(T)-δI≤a-γ(T+I)=a-γW
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其中γ=min{b,δ}.

由常微分的常 数 变 易 法,可 以 得 到lim
t→∞
supW(t)≤

a
γ
:=BW .从 而,有lim

t→∞
supT(t)≤ BW,

lim
t→∞
supI(t)≤BW .将lim

t→∞
supI(t)≤BW 代入到模型(1)的第3个方程,可以得到dD(t)

dt ≤θBW -(α+

δ)D(t).求解常微分不等式得到lim
t→∞
supD(t)≤

θBW

(α+δ)
:=BD.由模型(1)的第4个方程,类似可得

lim
t→∞
supV(t)≤

αBD

c
:=BV.

综上所述,可以得到模型的解是一致最终有界的.证毕.
由引理1,可以得到模型(1)的可行域为

Γ={(T,I,D,V):0<T <BW,0<I<BW,0<D <BD,0<V <BV}

3 平衡点的存在性

定义模型(1)的基本再生数

R0=RTV +RTI = β1αθ
cδ(α+δ)T0+β2

δT0

其中:RTV 表示一个病毒颗粒在其存活时间内接触健康肝细胞并产生新感染肝细胞的数量,RTI 表示一个

感染肝细胞在其存活时间内接触健康肝细胞后产生的新感染细胞的数量.
定理1 模型(1)总是存在一个无病毒感染平衡点E0=(T0,0,0,0).如果R0>1,除了E0,模型(1)

还存在唯一的病毒感染平衡点E*.
证  显然,无病毒感染平衡点E0=(T0,0,0,0)总是存在.病毒感染平衡点满足下面的关系式

1= β1
αθ

c(α+δ)+β2
é

ë
êê

ù

û
úú
1
δT*,I* =

f(T*)
δ

,D* =
θI*

α+δ
,V* =

αD*

c =
αθI*

c(α+δ)
定义

g(T)= β1
αθ

c(α+δ)+β2
é

ë
êê

ù

û
úú
1
δT

下面证明存在唯一的T* 使得g(T*)=1成立.由于函数g(T)关于T 是单调递增且g(0)=0,g(T0)=R0.
所以根据连续函数的介值定理,当R0 >1时,存在唯一的T* ∈(0,T0),使得g(T*)=1.因此当R0>
1时,病毒感染平衡点E* 是存在且唯一的.证毕.

4 平衡点的稳定性

4.1 局部稳定性

模型(1)的雅克比矩阵为

J=

f'(T)-β1V-β2I -β2T 0 -β1T

β1V+β2I β2T-δ 0 β1T
0 θ -α-δ 0
0 0 α -c

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

 定理2 当R0 <1时,系统(1)的无病毒感染平衡点E0 是局部渐近稳定的.
证  系统(1)在E0 处的特征方程为

(λ-f'(T0))[(λ+δ-β2T0)(λ+α+δ)(λ+c)-αβ1θT0]=0 (2)
由已知可以得到λ1=f'(T0)<0.其他三个特征根满足的方程记为λ3+Aλ2+Bλ+C=0,其中A=α+

δ+c+δ1-β2T0

δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,B=c(α+δ)+δ(α+δ+c)1-β2T0

δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,C=cδ(α+δ)(1-R0).由R0的表达式

可以得到当R0 <1时,β2T0

δ <1.从而A,B,C>0.进一步计算可得AB-C= (δ-β2T0)2(α+δ+c)+
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(α+δ+c)B+αβ1θT0>0.根据Routh-Hurwitz判据得到特征方程(3)的所有根都有负实部,因而E0 是

局部渐近稳定的.证毕.
定理3 当R0 >1时,系统(1)的病毒感染平衡点E* 是局部渐近稳定的.
证  系统(1)在E* 处的特征方程为

λ4+A0λ3+A1λ2+A2λ+A3=0 (3)
其中

A0=(-f'(T*)+β1V* +β2I*)+(δ-β2T*)+(α+δ)+c,

A1=[-f'(T*)+β1V* +β2I*][(δ-β2T*)+α+δ+c]+(δ-β2T*)(α+δ+c)+
(α+δ)c+(β1V* +β2I*)β2T*

A2=[-f'(T*)+β1V* +β2I*][(δ-β2T*)(α+δ)+(δ-β2T*)c+(α+δ)c]+
(β1V* +β2I*)β2T*(α+δ+c),

A3=[-f'(T*)+β1V* +β2I*][(δ-β2T*)(α+δ)c-αβ1θT*]+
(β1V* +β2I*)[β2T*c(α+δ)+αβ1θT*]

=(β1V* +β2I*)δ(α+δ)c

 由平衡点满足的条件,得到δI* =β1T*V* +β2T*I*,则有δ=β1T*V* +β2T*I*

I* .故δ-β2T*=

β1T*V*

I* >0.因此,Ai>0(i=0,1,2,3).经过计算,可以得到A0A1-A2>0和(A0A1-A2)A2-A2
0A3>0.

根据Routh-Hurwitz判据,特征方程(3)的所有根都有负实部,因而E* 是局部渐近稳定.证毕.
4.2 全局稳定性

定理4 当R0 <1时,系统(1)的无病毒感染平衡点E0 是全局渐近稳定的.
证  定义李雅普诺夫函数如下:

L(t)=
c(α+δ)

T0
I(t)+β1αD(t)+β1(α+δ)V(t)

对L(t)沿着系统(1)的解关于时间进行求导,得到

dL
dt|(1)=

c(α+δ)
T0

(β1TV+β2TI-δI)+β1α[θI-(α+δ)D]+β1(α+δ)(αD-cV)=

Icβ2(α+δ)T
T0

-
c(α+δ)δ

T0
+β1αθ

é

ë
êê

ù

û
úú+V c(α+δ)β1T

T0
-cβ1(α+δ)

é

ë
êê

ù

û
úú ≤

I
T0
[c(α+δ)β2T0-c(α+δ)δ+αβ1θT0]+V c(α+δ)β1T0

T0
-cβ1(α+δ)

é

ë
êê

ù

û
úú=

Icδ(α+δ)
T0

(R0-1)

当R0 < 1 时,有dL
dt ≤ 0,并 且 {E0}是 (T,I,D,V)∈Γ|

dL
dt=0{ } 中 最 大 的 不 变 集.根 据

Lyapunov-LaSalle不变集原理[11],E0 是全局渐近稳定的.证毕.
定理5 当R0 >1时,系统(1)的病毒感染平衡点E* 是全局渐近稳定的.
证  定义李雅普诺夫函数U(t)如下:

U(t)=U1(t)+U2(t)+U3(t)+U4(t)
其中

U1(t)=∫
T

T*
1-

T*

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷dξ   U2(t)=∫

I

I*
1-

I*

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷dξ

U3(t)= β1T*V*

(α+δ)D*∫
D

D*
1-

D*

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷dξ   U4(t)=β1T*

c∫
V

V*
1-

V*

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷dξ

利用关系式f(T*)=β1T*V* +β2T*I*,对U1(t)沿着系统(1)的解进行求导,得到

dU1

dt |(1)= 1-
T*

T
æ

è
ç

ö

ø
÷
dT
dt =
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1-
T*

T
æ

è
ç

ö

ø
÷[(f(T)-β1TV-β2TI)-(f(T*)-β1T*V* -β2T*I*)]=

(T-T*)(f(T)-f(T*))
T +β1T*V* 1-

T*

T -
TV

T*V* +
V
V*

æ

è
ç

ö

ø
÷+

β2T*I* 1-
T*

T -
TI

T*I* +
I
I*

æ

è
ç

ö

ø
÷

(5)

利用关系式δI* =β1T*V* +β2T*I*,对U2(t)沿着系统(1)的解进行求导,得到

dU2

dt |(1)= 1-
I*

I
æ

è
ç

ö

ø
÷
dI
dt= 1-

I*

I
æ

è
ç

ö

ø
÷ β1TV+β2TI-

I
I*
(β1T*V* +β2T*I*)é

ë
êê

ù

û
úú=

β1T*V* 1-
I
I* -

TVI*

T*V*I+
TV

T*V*
æ

è
ç

ö

ø
÷+β2T*I* 1-

I
I* -

T
T* +

TI
T*I*

æ

è
ç

ö

ø
÷

(6)

利用关系式θI* =(α+δ)D*,对U3(t)沿着系统(1)的解进行求导,得到

dU3

dt |(1)= β1T*V*

(α+δ)D* 1-
D*

D
æ

è
ç

ö

ø
÷
dD
dt =

β1T*V*

(α+δ)D* 1-
D*

D
æ

è
ç

ö

ø
÷

I
I*
(α+δ)D* -(α+δ)Dé

ë
êê

ù

û
úú=

β1T*V* 1-
D
D* -

D*I
DI* +

I
I*

æ

è
ç

ö

ø
÷

(7)

利用关系式αD* =cV*,对U4(t)沿着系统(1)的解进行求导,得到

dU4

dt |(1)=β1T*

c 1-
V*

V
æ

è
ç

ö

ø
÷
dV
dt=β1T*

c 1-
V*

V
æ

è
ç

ö

ø
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D
D*cV

* -cVæ

è
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ö

ø
÷=

β1T*V* 1-
V
V* -

DV*

D*V +
D
D*

æ

è
ç
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ø
÷

(8)

结合(5)-(8)式,可以得到

dU
dt|(1)=

(T-T*)(f(T)-f(T*))
T +β1T*V* 4-

T*

T -
TVI*

T*V*I-
D*I
DI* -

V*D
VD*

æ

è
ç

ö

ø
÷+

β2T*I* 2-
T
T* -

T*

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

由已知条件f'(T)<0以及均值不等式,可以得到dU
dt≤0.

进一步,当且仅当T=T*,I=I*,D=D*且

V =V* 时,不 等 式 严 格 成 立.从 而,{E*}是 (T,I,D,V)∈Γ|
dU
dt=0{ } 中 的 最 大 不 变 集.由

Lyapunov-LaSalle不变集原理[11]得知病毒感染平衡点E* 是全局渐近稳定的.证毕.

5 数值模拟

本小节将结合MATLAB软件,首先对平衡点的稳定性结果进行数值验证,再比较“细胞 细胞”感染方

式引入后对感染细胞和病毒载量的影响.假设健康肝细胞的增长率函数满足函数f(T)=s-dT,其中s和

d 分别表示健康肝细胞的自然产生率和衰亡率,参考文献[12]取值如下s=2.6×107,d=0.01.由文献

[13],模型其他参数取值为:δ=0.053,θ=150,α=0.87,c=3.8.假设β2=1.0×10-12.各状态变量的

初值取值为(6.82×108,2.97×108,6.42×1010,0.62×1010).
首先通过选取不同的β1对理论结果进行验证.参考文献[13]取β1=3×10-13,计算得到R0=0.5963<

1.此时系统(1)仅有一个无病毒感染平衡点E0=(2.6×109,0,0,0).由图1可以观察到系统(1)的各状态

变量最终趋向无病毒感染平衡点,即E0 是全局渐近稳定的,验证了定理4的结果.参考文献[14]取β1=
1.67×10-12,计算得到R0=3.0531>1.此时系统(1)还存在一个唯一的病毒感染平衡点E*= (8.516×108,

3.2989×108,5.3611×1010,1.2274×1010).图2显示系统(1)的各状态变量最终趋向病毒感染平衡点,
即E* 是全局渐近稳定的,与定理5的结果一致.
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图1 当R0 <1时,系统(1)各状态变量随时间的变化图

图2 当R0 >1时,系统(1)各状态变量随时间的变化图
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现在讨论“细胞 细胞”感染方式对HBV感染细胞和病毒载量的影响.在图2参数取值的基础上,假设

β2=0,即不考虑“细胞 细胞”感染,计算得到􀭾R0=3.0482<3.0531.这说明忽略“细胞 细胞”感染,将会

低估病毒的传播能力.进一步数值计算结果显示,此时系统(1)的病毒感染平衡点是E* =(8.5297×108,
3.2963×108,5.3569×1010,1.2264×1010).比较可得,忽略HBV“细胞 细胞”感染,感染细胞和病毒

载量的最终水平分别减少2.55×106 和9.5×107,从而低估HBV在人体内的传播水平.

6 结束语

HBV感染人数在我国高居不下,并呈现地方病态势.为深入研究 HBV的感染过程,本文建立了同时

考虑病毒DNA核衣壳和“细胞 细胞”感染方式的 HBV感染模型,计算了模型的基本再生数和平衡点,通

过利用 Hurwitz判据和构造Lyapunov函数分别证明了平衡点的局部和全局渐近稳定性,并结合 MAT-
LAB数值模拟,对理论结果进行验证.结果表明“细胞 细胞”感染方式的引入,并没有改变 HBV感染的全

局稳定性,即病毒总会存在.但数值计算结果显示,引入“细胞 细胞”感染后,感染细胞和病毒载量的最终

水平会升高.这说明忽略“细胞 细胞”感染,会低估HBV感染细胞和病毒载量的水平,这一结果为HBV病

毒感染的临床研究提供了理论支持.
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