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摘要:考虑有界约束上具有可分结构的非凸优化问题,提出了一种基于 ADMM 的新算法 P-ADMM(即近似

ADMM).在基于ADMM的框架下,P-ADMM在解决有界约束上的非凸子问题时,采用梯度投影,以此简化非凸

子问题的求解,降低运算成本,并且通过引入一个“平滑的”(即指数加权)原始迭代序列,在每次迭代时,向增广拉

格朗日函数中增加一个以平滑的原始迭代为中心的近似二次项,使所得到的近似增广拉格朗日函数在每次迭代时

被不精确地最小化,在保证算法收敛性的同时也能够提升算法的收敛速度.数值实验表明,该算法可有效应用于求

解一类非凸的船舶分布式能源管理问题.
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本文考虑以下线性约束优化问题

minf(x)+g(y)

s.t.Ax+By=b,x∈P (1)

其中f(x)是Rn1 →R上的非凸可微函数且

P={x∈Rn1|li ≤xi ≤ui,i=1,2,…,n1}

g(y)是Rn2 →R上的凸可微函数,矩阵A ∈Rm×n1,B ∈Rm×n2.问题(1)有着广泛的应用[1-4].
当问题(1)的目标函数是凸可分时,交替方向乘子法(ADMM)是解决这类问题较为有效的方法[5-8].若

目标函数非凸,则通过一些假设条件,ADMM仍然可以保持较好的适用性[9-14].其中,文献[10-11]针对非

凸问题提出了BregmanADMM并证明了其收敛性,该算法在分别求解子问题时,在原本的增广拉格朗日

函数上增加了一个Bregman距离函数,通过将非凸子问题进行一个凸化处理来简化原来的子问题,进而对

其进行求解.文献[13]提出了非凸ProximalADMM,该算法在子问题中引入了近端项,将子问题进行凸化

处理,进而使用ADMM进行求解,而文献[15]在处理非凸问题上考虑的是近似二次项,近似二次项在保

证问题凸化的同时还能使得迭代点不会偏离稳定点太多,这为凸化处理提供了更好的方向.
当考虑问题(1)中的有界约束时,使用ADMM直接解决是比较困难的.幸运的是,文献[15]在处理有

界多面体上的非凸优化问题时引入了梯度投影算法,对含有有界约束的单块优化问题进行了求解并取得了

较好的结果.受以上文献启发,在借鉴梯度投影和交替方向乘子法(ADMM)两种经典方法思想的基础上,

本文针对具有可分结构的非凸优化问题提出了一种新的近似交替方向乘子法(P-ADMM),基于ADMM的

框架在解决有界多面体上的非凸子问题时,采用梯度投影,以此简化非凸子问题的求解,降低运算成本,

并且通过引入一个“平滑的”(即指数加权)原始迭代序列,并在每次迭代时,向增广拉格朗日函数中增加一

个以平滑的原始迭代为中心的近似二次项,使所得到的近似增广拉格朗日函数在每次迭代时被不精确地最

小化,在保证算法的收敛性的同时也能够提升算法的收敛速度.该算法可有效应用于求解一类非凸的船舶

分布式能源管理问题.

1 预备知识

1.1 论文的符号定义

1)Rn1 为n1 维欧氏空间,Rn2 为n2 维欧氏空间.

2)Rm×n1 是m×n1 维实矩阵空间,Rm×n2 是m×n2 维实矩阵空间.

3)[·]+ 是约束P 上的投影算子,满足[x]+=argminx∈P‖x-x‖,特别的,[x]+ 的第i个坐标分量

满足

([x]+)i=

li,xi <li

xi,xi ∈ [li,ui],其中i∈ {1,2,…,n1}

ui,xi >ui

ì

î

í

ï
ï

ïï

 4)令ω=(x,y,z,λ),ωt=(xt,yt,zt,λt),ω=(x,y,y,z,λ),ωt=(xt,yt,yt-1,zt,λt).
1.2 稳定解集合

原问题(1)的KKT条件如下

Ñf(x*)+ATλ* -μ* +ν* =0
Ñg(y*)+BTλ* =0
Ax* +By* =b

μ* ≽0,ν* ≽0
li ≤x*

i ≤ui,∀i∈ {1,2,…,n1}

μ*
i (li-x*

i )=0,∀i∈ {1,2,…,n1}

8 西南师范大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn    第47卷



ν*
i (x*

i -ui)=0,∀i∈ {1,2,…,n1}

其中:λ*,μ*,ν*,λ* 为乘子;μ*
i 和ν*

i 表示第i个分量.令X* ×Y* 为满足KKT条件的所有(x*,y*)所

构成的集合,称X* ×Y* 为原问题(1)的稳定解集,并令W = {(x,y,λ)|(x,y),λ 为一对原始对偶解}.

1.3 基本假设

(I)BBT ≽μ0I,其中μ0 >0,即B 是列满秩的.
(II)f(x)是可微的,且满足Lipschitz可微条件

‖ Ñf(x1)- Ñf(x2)‖ ≤L1‖x1-x2‖,L1 >0,∀x1,x2 ∈P
则可得,存在γ<0,使得

<Ñf(x1)- Ñf(x2),x1-x2>≥γ‖x1-x2‖2

 (III)g(y)是强凸的,强凸系数为m,即

g(y1)-g(y2)≥ <Ñg(y2),y1-y2>+
m
2‖y1-y2‖2,∀y1,y2 ∈Rn2

 (IV)g(y)是可微的,且满足Lipschitz可微条件

‖ Ñg(y1)- Ñg(y2)‖ ≤L2‖y1-y2‖,L2 >0,∀y1,y2 ∈Rn2

 (V)存在常数σ >0,使得

inf
y
{g(y)-σ‖ Ñg(y)‖2}>-∞,∀y∈Rn2

 (VI)函数g(y)是强制的,即

lim
‖y‖→+∞

g(y)=+∞,∀y∈Rn2

1.4 一种近似的ADMM
接下来介绍近似的交替方向乘子法(P-ADMM),问题(1)的增广拉格朗日函数为

L(x,y,λ)=f(x)+g(y)+<λ,Ax+By-b>+
α
2‖Ax+By-b‖2

其中常数α>0.经典的 ADMM 算法处理以下两个子问题:对于固定的y,λ,在有界约束P 上极小化

L(x,y,λ);对于固定的x,λ,极小化L(x,y,λ).最后,利用原始残差Ax+By=b更新乘子λ.由于有

界约束的特殊性,在求解有界非凸子问题上采用梯度投影,且考虑到f(x)是非凸的,通过引入一个指数平

均(或平滑)方案来生成一个额外的序列{zt},并在增广的拉格朗日函数中插入一个额外的以zt 为中心的二

次近似项,在保证非凸子问题凸化的同时也能够使得原始迭代点xt 不会偏离稳定迭代点太多.
表1 近似交替方向乘子法

算法P-ADMM

步骤1.设置参数α> max
2L2

2

μ0(m-2η)
, 1

μ0σ{ } >0,0<β≤1,
1
Lk
>2c>0,p>0,ξ>0;

步骤2.输入初值x0 ∈P,y0 ∈Rn2,z0 ∈P,λ0 ∈Rm;

步骤3.令t=0

步骤4.xt+1 = xt -cÑx L(xt,yt,λt)+
p
2‖x

t -zt‖2( )[ ]
+
;

步骤5.zt+1 =zt +β(xt+1-zt);
步骤6.yt+1 =argmin

y∈R
n2

L(xt+1,y,λt);

步骤7.λt+1 =λt +α(Axt+1+Byt+1-b);

步骤8.若满足终止条件max{‖xt-xt+1‖,‖yt-yt+1‖,‖λt-λt+1‖}≤ξ,算法终止.否则,令t=t+1,返回

步骤4.
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注1 该算法与传统的ADMM相比的优势在于,传统的ADMM处理有界约束上的非凸子问题是十分

困难的,一方面是子问题的非凸性,另一方面则是有界约束的限制,而采用梯度投影、引入近似二次项则

可以简化子问题的求解,很好地处理了非凸性和有界约束,使得算法更加简便,降低了运算成本.
注2 与文献[15]算法相比,P-ADMM是投影算法和ADMM的结合,主要用于解决有界约束上的可

分离的非凸优化问题,而文献[15]中的算法主要用于解决有界约束上的单块非凸优化模型,是本文模型的

一种特殊情况,因此P-ADMM的应用性更加广泛.
注3 与文献[16]中算法APGMM相比,P-ADMM在解决有界约束上的非凸子问题时不是直接采用

的梯度投影,而是在原本的增广拉格朗日函数上引入了近似二次项,近似二次项的引入在保证非凸子问题

凸化的同时也加快了算法收敛的速度(见数值实验).

2 收敛性分析

为了更加方便分析P-ADMM的收敛性,首先给出一些关键的引理.
引理1 若假设(I),(IV)成立,那么可得

‖λt+1-λt‖2 ≤
L2
2

μ0
‖yt+1-yt‖2

 证  首先,通过假设(I)可得

‖BT(λt+1-λt)‖2=<BT(λt+1-λt),BT(λt+1-λt)>=
<BBT(λt+1-λt),(λt+1-λt)>≥

μ0‖λt+1-λt‖2 (2)

利用算法关于y 在t+1步迭代式的一阶最优性条件可得

Ñg(yt+1)+<B,λt>+α<B,Axt+1+Byt+1-b>=0
再通过算法关于λ 在t+1步的迭代式可得Ñg(yt+1)=-<B,λt+1>,同理可得

Ñg(yt)=-<B,λt>

 通过假设(IV)可知,函数g(x)是梯度Lipschitz连续的,则

‖ Ñg(yt+1)- Ñg(yt)‖=‖BT(λt+1-λt)‖ ≤L2‖yt+1-yt‖ (3)

结合(2),(3)式可得 ‖λt+1-λt‖2 ≤
L2
2

μ0
‖yt+1-yt‖2,故引理1成立.

引理2 若假设(II)成立,且p+γ>0,令函数

K(x,y,z,λ)=f(x)+g(y)+<λ,Ax+By-b>+
α
2‖Ax+By-b‖2+

p
2‖x-z‖2

则下列结论成立:

1)函数K(x,y,z,λ)关于x 是强凸的,且强凸系数为γk =p+γ,即

<ÑKx(x1,y,z,λ)- ÑKx(x2,y,z,λ),x1-x2>≥ (p+γ)‖x1-x2‖2

 2)函数K(x,y,z,λ)关于x 是梯度Lipschitz连续的,且Lipschitz系数为Lk =p+γ+ασ2
1,即

‖ ÑKx(x1,y,z,λ)- ÑKx(x2,y,z,λ)‖ ≤ (p+γ+ασ21)‖x1-x2‖
其中σ1 为矩阵A 的最大奇异值.

证  对函数K(x,y,z,λ)关于x 求梯度,则

ÑKx(x,y,z,λ)=Ñf(x)+ATλ+αAT(Ax+By-b)+p(x-z)

由假设(Ⅱ)知

<ÑKx(x1,y,z,λ)- ÑKx(x2,y,z,λ),x1-x2>=
<Ñf(x1)- Ñf(x2)+αATA(x1-x2)+p(x1-x2),x1-x2>=
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<Ñf(x1)- Ñf(x2),x1-x2>+p‖x1-x2‖2+α<ATA(x1-x2),x1-x2>≥
(p+γ)‖x1-x2‖2

同理可得

‖ ÑKx(x1,y,z,λ)- ÑKx(x2,y,z,λ)‖=

‖ Ñf(x1)- Ñf(x2)+αATA(x1-x2)+p(x1-x2)‖ ≤

‖ Ñf(x1)- Ñf(x2)‖+α‖ATA(x1-x2)‖+p‖x1-x2‖ ≤
(p+γ+ασ21)‖x1-x2‖

则引理2成立.
接下来,构造辅助函数

M(x,y,y,z,λ)=f(x)+g(y)+<λ,Ax+By-b>+
α
2‖Ax+By-b‖2+

p
2‖x-z‖2+η‖y-y‖2

其中η>0,证明函数列M(ωt)的单调递减性和有界性.
引理3 若假设(I),(III)和(IV)成立,ωt=(xt,yt,yt-1,zt,λt)为P-ADMM所生成的点列,那么

对任意的t,若2c<
1
Lk
,α>max

2L2
2

μ0(m-2η)
,1

μ0σ{ }>0,有

M(xt,yt,yt-1,zt,λt)-M(xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt+1)≥

1
2c‖x

t-xt+1‖2+
m
2-η-

L2
2

μ0α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖yt-yt+1‖2+η‖yt-yt-1‖2+

p
2β
‖zt-zt+1‖2

 注4 当矩阵B 为对称矩阵,即BT=B,且满足2c<
1
Lk
,α>maxη+

2L2
2

μ0
+η2,1

μ0σ{ }>0时,

将假设(III)中函数g(y)的强凸性弱化成凸性,仍然能够保证辅助函数列M(ωt)的单调递减性.
证  由算法关于x 在t+1步的迭代式及投影定理,可得

<xt-cÑxK(xt,yt,zt,λt)-xt+1,xt-xt+1>≤0
则有

<ÑxK(xt,yt,zt,λt),xt-xt+1>≥
1
c‖x

t-xt+1‖2 (4)

通过引理2的结论1),利用函数K(x,y,z,λ)关于x 的凸性,有

K(xt,yt,zt,λt)-K(xt+1,yt,zt,λt)≥ <ÑxK(xt+1,yt,zt,λt),xt-xt+1> (5)

结合(4),(5)式和引理2的结论2)以及2c<
1
Lk
,可得

M(xt,yt,yt-1,zt,λt)-M(xt+1,yt,yt-1,zt,λt)=
K(xt,yt,zt,λt)-K(xt+1,yt,zt,λt)≥ <ÑxK(xt+1,yt,zt,λt),xt-xt+1>=
<ÑxK(xt+1,yt,zt,λt)- ÑxK(xt,yt,zt,λt),xt-xt+1>+<ÑxK(xt,yt,zt,λt),xt-xt+1>≥

-Lk‖xt-xt+1‖2+
1
c‖x

t-xt+1‖2 ≥
1
2c‖x

t-xt+1‖2 (6)

通过算法关于z在t+1步的迭代式得到

M(xt+1,yt,yt-1,zt,λt)-M(xt+1,yt,yt-1,zt+1,λt)=
p
2
(‖xt+1-zt‖2-‖xt+1-zt+1‖2)=

p
2
(zt+1-zt)T((xt+1-zt)+(xt+1-zt+1))=
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p
2
2
β

-1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖zt-zt+1‖2 ≥

p
2β
‖zt-zt+1‖2 (7)

由假设(III)可知

g(yt)-g(yt+1)≥ <Ñg(yt+1),yt-yt+1>+
m
2‖y

t-yt+1‖2 (8)

利用算法关于y 在t+1步迭代式的一阶最优性条件得

Ñg(yt+1)+<B,λt>+α<B,Axt+1+Byt+1-b>=0
再利用算法关于λ 在t+2步的迭代式可得

Ñg(yt+1)=-<B,λt+1> (9)

结合(8),(9)式可得

M(xt+1,yt,yt-1,zt+1,λt)-M(xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt)=

g(yt)-g(yt+1)+<λt,B(yt-yt+1)>+η‖yt-yt-1‖2-η‖yt+1-yt‖2+
α
2‖Ax

t+1+Byt-b‖2-
α
2‖Ax

t+1+Byt+1-b‖2 ≥

<-BTλt+1,yt-yt+1>+
m
2‖y

t-yt+1‖2+<λt,B(yt-yt+1)>+

α
2‖Ax

t+1+Byt-b‖2-
α
2‖Ax

t+1+Byt+1-b‖2+η‖yt-yt-1‖2-η‖yt+1-yt‖2=

<λt-λt+1,B(yt-yt+1)>+
m
2‖y

t-yt+1‖2+
α
2‖Ax

t+1+Byt+1-b+B(yt-yt+1)‖2-

α
2‖Ax

t+1+Byt+1-b‖2+η‖yt-yt-1‖2-η‖yt+1-yt‖2=

<λt-λt+1,B(yt-yt+1)>+
α
2‖

1
α
(λt+1-λt)+B(yt-yt+1)‖2-

1
2α‖λ

t+1-λt‖2+

m
2-η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖yt-yt+1‖2+η‖yt-yt-1‖2=

α
2‖B

(yt-yt+1)‖2+
m
2-η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖yt-yt+1‖2+η‖yt-yt-1‖2 ≥

m
2-η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖yt-yt+1‖2+η‖yt-yt-1‖2 (10)

最后,通过算法关于λ 在t+1步的迭代式可得

M(xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt)-M(xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt+1)=

-α‖Axt+1+Byt+1-b‖2=-
1
α‖λ

t+1-λt‖

再由引理1可得

M(xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt)-M(xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt+1)≥-
L2
2

μ0α
‖yt+1-yt‖2 (11)

将(6),(7),(10),(11)式相加,则有

M(xt,yt,yt-1,zt,λt)-M(xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt+1)≥

1
2c‖x

t-xt+1‖2+
m
2-η-

L2
2

μ0α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖yt-yt+1‖2+η‖yt-yt-1‖2+

p
2β
‖zt-zt+1‖2

故引理3成立.
引理4 若假设(I)和(IV)成立,ωt=(xt,yt,yt-1,zt,λt),序列{ωt}由P-ADMM产生,若α>
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max
2L2

2

μ0(m-2η)
,1

μ0σ{ }>0,那么{ωt}是有界的,且函数列{M(ωt)}有下界.

证  首先,通过完全平方可得

M(xt,yt,yt-1,zt,λt)=f(xt)+g(yt)+<λt,Axt+Byt-b>+
α
2‖Ax

t+Byt-b‖2+

p
2‖x

t-zt‖2+η‖yt-yt-1‖2=

f(xt)+g(yt)+
p
2‖x

t-zt‖2+
α
2‖Ax

t+Byt-b+
1
αλt‖2-

1
2α‖λ

t‖2+η‖yt-yt-1‖2 (12)

再利用假设(I)和(IV),可得

‖λt‖2 ≤
1
μ0
‖BTλt‖2=

1
μ0
‖- Ñg(yt)‖2

因此

1
2α‖λ

t‖2 ≤
1

μ0α
‖ Ñg(yt)‖2 (13)

将(13)式代入(12)式可得

M(xt,yt,yt-1,zt,λt)≥f(xt)+(g(yt)-σ‖ Ñg(yt)‖2)+ σ-
1

μ0α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ Ñg(yt)‖2+

p
2‖x

t-zt‖2+
α
2‖Ax

t+Byt-b+
1
αλt‖2+η‖yt-yt-1‖2 ≥

f(xt)+(g(yt)-σ‖ Ñg(yt)‖2) (14)

由引理3可知,函数列{M(ωt)}是单调递减的,则有

M(ω1)≥M(ωt) (15)

由于函数f(x)是有界闭集P上的可微函数,则函数f(x)是有界的,由于α>max
2L2

2

μ0(m-2η)
,1

μ0σ{ }>0,
结合(14),(15)式可知,序列{xt},{‖ Ñg(yt)‖}和{‖yt-yt-1‖}都是有界的,通过(13)式进一步可知

函数列{λt}也是有界的.由假设(VI)可知inf
y
g(y)>-∞,则序列{yt}是有界的.因此,序列ωt 是有界的.

由假设(VI)和(14)式有M(ωt)>-∞.综上所述,序列{M(ωt)}是有下界的.

将P-ADMM的迭代点xt,yt,zt,λt 记为x∧,y
∧,z∧,λ

∧
,并将算法中x,y,z,λ 的更新变量定义为x∧+,y

∧+,

z∧+,λ
∧

+,则

x∧+= x∧-cÑx L(x∧,y
∧,λ

∧
)+

p
2 ‖x

∧
-z∧‖2æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

+

z∧+ =z
∧
+β(x

∧+ -z∧)

y
∧+ =argmin

y∈R
n2

L(x∧+,y,λ
∧
) (16)

λ
∧

+ =λ
∧

+α(Ax∧+ +By
∧+ -b)

 下面的引理说明,若算法停止,则可以找到一对原始对偶解.
引理5 若

(x∧,y
∧,z∧,λ

∧
)=(x

∧+,y
∧+,z∧+,λ

∧
+)
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那么(x∧,y
∧,λ

∧
)∈W 是原问题的一对解.

证  由(16)式以及(x∧,y
∧,z∧,λ

∧
)=(x

∧+,y
∧+,z∧+,λ

∧
+),可得到以下等式

Ñf(x
∧)+ATλ

∧

+αAT(Ax∧+By
∧
-b)+p(x

∧
-z∧)-μ+ν=0

Ñg(y
∧+)+BTλ

∧

+αBT(Ax∧+ +By
∧+ -b)=0

x∧+ =z
∧

Ax∧+ +By
∧+ -b=0

μ≽0,v≽0
x∧ ∈P

进一步简化得到

Ñf(x
∧)+ATλ

∧

-μ+ν=0

Ñg(y
∧)+BTλ

∧

=0

Ax∧+By
∧
-b=0

μ≽0,v≽0
x∧ ∈P

由于x∧ ∈P,则有如下等式成立

μi(li-x∧i)=0,∀i

νi(x
∧
i-ui)=0,∀i

则(x∧,y
∧,λ

∧
)满足原问题(1)的KKT条件,即有(x∧,y

∧,λ
∧
)∈W 为原问题的一对解.

推论1 若假设(I),(III)和(IV)成立,对于任意ε>0,存在δ(ε)>0,且(x∧,y
∧,z∧,λ

∧
),(x∧+,y

∧+,

z∧+,λ
∧

+)为P-ADMM产生的相邻两个迭代点,满足

max{‖x∧-x∧+‖,‖y
∧
-y

∧+‖,‖z∧-x∧+‖,‖λ
∧

-λ
∧

+‖}<δ(ε)

我们可得

max{dist(z∧,X*),dist((x∧,y
∧),X* ×Y*)}<ε

 证  反证,假设存在序列{x∧k},{y
∧k},{z∧k},{λ

∧
k}满足对于某个ε0 >0和任意的δ>0,当

max{‖x∧k -(x
∧k )+‖,‖y

∧k -(y
∧k )+‖,‖z∧k -(x

∧k )+‖,‖λ
∧
k -(λ

∧
k )+‖}<δ

成立时,即

lim
k→∞
‖x∧k -(x

∧k )+‖=lim
k→∞
‖y

∧k -(y
∧k )+‖=lim

k→∞
‖z∧k -(x

∧k )+‖=lim
k→∞
‖λ

∧
k -(λ

∧
k )+‖=0

则有

dist(x∧k,X*)>0,dist((z
∧k,y

∧k),X* ×Y*)>0,∀k=1,2,3… (17)

通过引理4可知,由算法P-ADMM产生的迭代序列是有界的,则存在子列{x∧ki},{y
∧ki},{z∧ki},{λ

∧
ki}满足

x∧ki →x-,y
∧ki →y

-,z∧ki →z-,λ
∧
ki →λ-

进而可以得到

x- =x
-+,y

-
=y

-+,z- =z
-+,λ- =λ

-+

则有
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(x-,y
-,z-,λ-)=(x

-+,y
-+,z-+,λ-+)

由引理5可得(x-,y
-,λ-)∈W,即

(x-,y
-)∈X* ×Y*,x- =z

-
∈X*

则有

dist((x-,y
-),X* ×Y*)=0,dist(z

∧k,X*)=0 (18)

通过(17)式可得

dist((x∧ki,y
∧ki),X* ×Y*)>0,dist(z

∧ki,X*)>0
则有

lim
i→∞
dist((x∧ki,y

∧ki),X* ×Y*)=dist((x
-,y

-),X* ×Y*)>0

lim
i→∞
dist(z∧ki,X*)=dist(z

-,X*)>0

这与(18)式矛盾,则推论1成立.
定理1 若假设(I),(III)和(IV)成立,序列{ωt}为P-ADMM所产生,则下列结论成立

1)lim
t→∞

‖xt-xt+1‖+‖yt-yt+1‖+‖zt-zt+1‖+‖λt-λt+1‖( ) =0

2)lim
t→∞
‖xt+1-zt‖=0

3)lim
t→∞
distzt,X*( ) =0,lim

t→∞
dist(xt,yt),X* ×Y*( ) =0,lim

t→∞
dist(xt,yt,λt),W( ) =0

证  1)由引理3可知

M xt,yt,yt-1,zt,λt( ) -M xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt+1( ) ≥

1
2c‖x

t-xt+1‖2+
m
2-η-

L2
2

μ0α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖yt-yt+1‖2+η‖yt-yt-1‖2+

p
2β
‖zt-zt+1‖2 ≥0

由引理4知函数列{M(ωt)}有下界,则极数∑
∞

t=1M(x
t,yt,yt-1,zt,λt)-M(xt+1,yt+1,yt,zt+1,λt+1)

是收敛的,因此

∑
∞

t=1
‖xt-xt+1‖2 < ∞,∑

∞

t=1
‖yt-yt+1‖2 < ∞,∑

∞

t=1
‖zt-zt+1‖2 < ∞

进而可得到

lim
t→∞
‖xt-xt+1‖=0,lim

t→∞
‖yt-yt+1‖=0,lim

t→∞
‖zt-zt+1‖=0

通过定理1可知

‖λt+1-λt‖2 ≤
L2
2

μ0
‖yt+1-yt‖2

则可得

lim
t→∞
‖λt-λt+1‖=0

结论1)成立.

2)由于

lim
t→∞
‖zt-zt+1‖=0

结合z的第t+1次迭代式zt+1=zt+β(xt+1-zt)可得

lim
t→∞
‖xt+1-zt‖=0

则结论2)成立.

3)由1),2)两个结论可得

lim
t→∞
‖xt-xt+1‖=lim

t→∞
‖yt-yt+1‖=lim

t→∞
‖zt-xt+1‖=lim

t→∞
‖λt-λt+1‖=0

结合推论1有
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lim
t→∞
dist(zt,X*)=0

lim
t→∞
dist((xt,yt),X* ×Y*)=0

lim
t→∞
dist((xt,yt,λt),W)=0

则结论3)成立.

3 数值实验

本文考虑用P-ADMM解决一类非凸的船舶分布式能源管理问题,在文献[17]中,考虑具有多个代理

的船舶动力系统,且各代理根据各自的需求、供给相互协调.首先将船舶能量管理问题以多智能体系统的

形式重新制定,然后利用交替方向乘子法(ADMM)寻找模型中满足共识要求的最经济的工作点,本文考

虑如下可分非凸光滑的能量成本函数

min
x

F(x)=∑
D

i=1

[x2
i -10cos(2πxi)+10]

s.t.x∈M (19)

其中

M:={x∈RD|-5.12≤xi ≤5.12,i=1,2,…,D}

F(x)为能量成本函数,xi 为共识变量,D 为该问题的维度,问题(19)可等价转化成如下问题

min
x,y

G(x)+H(y)=∑
D

i=1

[10-10cos(2πxi)]+∑
D

i=1
y2

i

s.t.x=y,x∈M (20)

问题(20)所对应的增广拉格朗日函数为

L(x,y,λ)=G(x)+H(y)+λT(x-y)+
α
2‖x-y‖2

利用P-ADMM求解问题(20).
本文实验在配置英特尔Corei5-6200U2.30GHz处理器、4.00GB内存和 Windows10(64位)操作系

统的计算机上进行,其中t为迭代步数.算法的参数设置如下:p=8000,c=
1
5000

,D=50,α=100,y0,

z0,λ0 都是维数50的零向量,x0 ∈R50 为均匀分布在[-5.12,5.12]上的向量,终止条件

rError=max{‖xt-xt+1‖,‖yt-yt+1‖,‖λt-λt+1‖}≤10-8

 图1展示了在P-ADMM算法下船舶电力系统能量成本的走势情况,其中G(xt)+H(yt)为成本函数,

t为迭代步.通过图1可以看出,能量成本值从开始的下降逐渐趋于稳定,最后达到收敛.同时,观察发现选

择较大的β,会使收敛速度加快,即算法可以在更小的迭代步数下完成收敛,减少了算法迭代的次数.

图1 成本函数
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图2和图3分别展示了在参数β=0.2的条件下‖xt-yt‖和‖xt+1-zt‖的下降情况,进一步验证

了算法P-ADMM解决问题(20)的可行性.从图2,3中可知,‖xt-yt‖ 和 ‖xt+1-zt‖ 一开始下降得非

常快,再逐渐趋于平稳并达到收敛.

图2 ‖xt-yt‖ 图3 ‖xt+1-zt‖

  图4是基于问题(20)将P-ADMM和APGMM[17]在参数β=0.8的条件下进行了比较.从图4中可以

看到算法P-ADMM相对于算法APGMM在下降趋势和收敛步数上都具有较大的优势.APGMM算法开始

迭代是波动的、不稳定的.考虑到目标函数的非凸性,我们在运行算法时,选取α=100,α=1000两种情况

进行比较.由图4可知算法P-ADMM的下降速度快,能够在更小的迭代步达到收敛.

图4 基于问题(20)的算法对比实验

4 结论

本文在梯度投影算法和ADMM基础上,针对可分结构的非凸优化问题,提出了一种新的P-ADMM,

该算法具有良好的收敛性,简化了子问题的求解,降低了运算成本,且近似二次项的引入在保证算法的收

敛性的同时也能够提升算法的收敛速度.该算法在一类非凸的船舶能源管理问题中也得到了有效应用.

P-ADMM在梯度投影时,选取的步长是满足条件的定值,但如何优化梯度投影的步长以提高算法速率需要

进一步的研究.
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