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随机波动格点方程的后向紧随机吸引子①

张子怡, 李扬荣

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:在对外力后向缓增的假设条件下,证明了非自治随机波动格点方程在E=ℓ2λ×ℓ2 空间上存在后向紧一致吸

收集,并且由方程生成的随机动力系统在吸收集上是后向渐近紧的.最后利用吸引子的存在性定理,证明了非自治

随机波动格点方程在E=ℓ2λ×ℓ2 空间上存在后向紧随吸引子.
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Abstract:Underthebackwardtemperedassumptionoftheexternalforce,itisprovedthatthenon-autono-

mousrandomwavelatticeequationhasabackwarduniformabsorbingsetonthespaceE=ℓ2λ×ℓ2andthe

randomdynamicsystemgeneratedbytheequationisbackwardasymptoticallycompactontheabsorbing

set.Finally,bymeansoftheexistencetheoremofattractor,itisprovedthatthenonautonomousrandom

wavelatticeequationhasabackwardcompactrandomattractoronthespaceE=ℓ2λ×ℓ2.
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文献[1-7]研究了吸引子的存在性以及吸引子的后向紧性并建立了相对完善的理论体系.文献[8-10]

研究了二阶格点方程的吸引子的存在性.文献[11]以及文献[12]研究了带有非线性噪音的弱吸引子的存在

性.本文将在文献[11]的基础上,研究带有乘法噪音的非自治随机波动格点方程的后向紧吸引子的存在性.
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1 非自治随机动力系统的生成

本文将在ℓ2 空间上讨论带有乘法噪音的非自治随机波动格点方程:

ḋui(t)
dt +ξ(-̇ui+1+2̇ui -̇ui-1)+(-ui+1+2ui-ui-1)+

hi(̇ui)+λui+fi(ui)=gi(t)+αui
dW(t)
dt

ui(τ)=u0,i,̇ui(τ)=u1,i,i∈Z

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(1)

其中:Z代表整数集;λ,α为大于0的常数;W(·,ω)是定义在度量动力系统(Ω,F,P,{θt}t∈R)上的双边

实值 Wiener过程,Ω={ω ∈C(R,R):ω(0)=0},F=B(Ω),P 是(Ω,F)上的 Wiener测度,{θt}t∈R 定

义为:θtω(·)=ω(·+t)-ω(t),(ω,t)∈Ω×R;表示Stratonovich积分意义下的乘法噪声;̇ui=
du
dt
,

fi,hi ∈C1(R,R).对于h=(hi)i∈Z,f=(fi)i∈Z,g=(gi)i∈Z,αj,ηj >0(j=1,2,3),有如下假设:

(A1)

hi(0)=0,α1 ≤h'i(s)≤α2

 (A2)F(s)=∫
s

0
f(r)dr,且fi 满足:

fi(s)s≥η1Fi(s)≥η2|s|2p+2 (2)

|fi(s)|≤η3(|s|2p+1+|s|) (3)

 (A3)g∈L2
loc(R,ℓ2)且满足:

sup
s≤τ∫

s

-∞
eγ(r-s)‖g(r)‖2dr< ∞,∀γ>0,τ∈R (4)

lim
k→∞
sup
s≤τ∫

s

-∞
eγ(r-s)∑

|i|≥k
|gi(r)|dr=0,∀s,τ∈R (5)

定义ℓ2 上的有界算子:

(Bu)i=ui+1-ui,(B*u)i=ui-1-ui,(Au)i=-ui+1+2ui-ui-1,∀u∈ℓ2

则有

(B*u,v)=(u,Bv),(Au,v)=(Bu,Bv),(Au,u)=(Bu,Bu)=‖Bu‖2 ≤4‖u‖2,∀u∈ℓ2

(6)

对δ=
α1λ
4λ+α22

≥0,0≤ξ<
1
δ
,φ= (u,v)T,定义ℓ2 上的内积(·,·),(·,·)λ 和范数‖·‖,‖·‖λ:

(u,v)=∑
i∈Z

uivi,‖u‖2=(u,u)=∑
i∈Z

|ui|2

(u,v)λ =(1-ξδ)(Bu,Bv)+λ(u,v),‖u‖2λ =(1-ξδ)‖Bu‖2+λ‖u‖2 (7)

(φ1,φ2)E =(u(1),u(2))λ +(v(1),v(2)),‖φ‖2E =‖u‖2λ +‖v‖2

其中u=(ui)i∈Z,v=(vi)i∈Z,E=ℓ2λ ×ℓ2,易证1-ξδ≥0且范数 ‖·‖ 与 ‖·‖λ 等价.

对ω∈Ω,t∈R,令v=̇u+δu-αuz(θtω),z(θtω)=-∫
0

-∞
erθtω(r)dr是方程dz+zdt=dω(t)的

解,且由文献[14]可知:

lim
t→±∞

|z(θtω)|
|t| =lim

t→±∞

1
t∫

t

0
z(θsω)ds=0,lim

t→±∞

1
t∫

t

0
|z(θsω)|mds=

Γ 1+m
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

π
(8)
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则方程(1)可转化为一阶随机微分方程

du
dt=v-δu+αz(θtω)u

dv
dt=δv-δ2u-ξAv+ξδAu-Au-λu-h(v-δu+αz(θtω)u)-f(u)+g-

  αz(θtω)v-ξαz(θtω)Au+αz(θtω)u+2δαz(θtω)u-α2z2(θtω)u

u(τ)=u0,v(τ)=v0=u1+δu0-αz(θτω)u0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(9)

 由文献[8,9,12]可知,f(φ),h(φ)是E →E 的映射,且对任意T >0,φ0∈E,方程(9)存在唯一

的连续依赖于初值φ0 的解φ(t)∈L2(Ω,C([τ,+∞),E)),对φ0∈E,t≥0,τ∈R,ω∈Ω,定义

Φ(t,τ,ω,φ0)=φ(t+τ,τ,θ-τω,φ0)

可以验证Φ 是一个非自治的随机动力系统,即满足:

Φ(0,τ,ω,·)=id,Φ(t+s,τ,ω,·)=Φ(t,τ+s,θsω,·)Φ(s,τ,ω,·)

 在下文中,设D是X 中所有后向缓增集构成的集族.集合D∈D当且仅当

lim
t→+∞
e-γtsup

s≤τ
‖D(s-t,θ-tω)‖2X =0,∀γ>0,τ∈R,ω∈Ω (10)

可以证明D是包含封闭的,即若A⊂A 且A ∈D,有A∈D成立.

2 解的估计

引理1 若假设(A1),(A2),(A3)成立,则对任意后向缓增集D∈D,任意的τ∈R,ω ∈Ω,存在

T=T(D,τ,ω)≥1,使得当φs-t ∈D(s-t,θ-tω)时,有

sup
s≤τ
sup
t≥T
‖φ(s,s-t,θ-sω,φs-t)‖2E ≤1+G(τ,ω) (11)

其中

G(τ,ω)=sup
s≤τ

1
α1∫

0

-∞
e
1
2μr+∫0ry(θσω)dσ‖g(r+τ)‖2dr

 证  方程(9)可以等价地写为

φ
·
(r)+C(φ)=H(φ)+I(φ),φ(τ)=(u0,v0)T (12)

其中

C(φ)=
δu-v

-δv+δ2u+ξAv-ξδAu+Au+λu

æ

è
çç

ö

ø
÷÷+

0

h(v-δu+αuz(θrω))
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (13)

H(φ)=
αuz(θrω)

-αz(θrω)v-ξαz(θrω)Au+αz(θrω)u+2δαz(θrω)u-α2z2(θrω)u

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (14)

I(φ)=
0

-f(u)+g

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (15)

 对任意固定的τ ∈ R,ω ∈Ω,φs-t ∈ D(s-t,θ-tω),令υ=
α1λ

4λ+α2
2(α2+ 4λ+α2

2)
,λ
∧

=

max1,1λ{ },μ=min{2υ,δη1,γ},方程(12)与φ(r)=φ(r,s-t,θ-sω,φs-t)(其中s≤τ)做内积

(·,·)E 得到

d
dr‖φ

(r)‖2E +(C(φ),φ)E =(H(φ),φ)E +(I(φ),φ)E (16)
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由文献[9]的方法,令α<
πμ

2(3+2δ+4ξ+2α2+2η3)2η1η3

η2
+λ

∧æ

è
ç

ö

ø
÷(2+ π)

<1利用Hölder不等式及

Young不等式,可证

(C(φ),φ)E ≥υ‖φ‖2E +
α1
2‖v‖

2-α2α|z(θr-sω)|(u,v) (17)

(H(φ),φ)E ≤
1
2λ
∧

α(3+2δ+4ξ)(|z(θr-sω)|+|z(θr-sω)|2)‖φ‖2E (18)

(I(φ),φ)E ≤-
d
dt∑i Fi(ui)-δη1∑

i
Fi(ui)+

αη1η3
η2

|z(θr-sω)|∑
i
Fi(ui)+

αη3|z(θr-sω)|‖φ‖2E +
α1
2‖v‖

2+
1
2α1
‖g‖2 (19)

又令

y(θr-sω)=λ
∧

α(3+2δ+4ξ+2α2+2η3)(|z(θr-sω)|+|z(θr-sω)|2)+
2αη1η3
η2

|z(θr-sω)|

将(17)-(19)式代入(16)式可得

d
dr
(‖φ(r)‖2E +2∑

i
Fi(ui))≤ (-μ+y(θr-sω))(‖φ‖2E +2∑

i
Fi(ui))+

1
α1
‖g‖2 (20)

对(20)式利用Gronwall不等式,计算可得

‖φ(s)‖2E +2∑
i
Fi(ui)+μ

2∫
s

s-t
e∫

r
s
1
2μ-y(θσ-sω)dσ‖φ(r)‖2Edr≤

e-∫ss-t
1
2μ-y(θr-sω)dr(‖φs-t‖2E +2∑

i
Fi(ui,s-t))+

1
α1∫

s

s-t
e
1
2μ(r-s)+∫sry(θσ-sω)dσ‖g(r)‖2dr≤

e-
1
2μt+∫0-ty(θrω)dr(‖φs-t‖2E +2∑

i
Fi(ui,s-t))+

1
α1∫

0

-∞
e
1
2μr+∫0ry(θσω)dσ‖g(r+s)‖2dr (21)

由(2),(3)式易证f(0)=0,‖f(u)‖ ≤maxs∈[-‖u‖,‖u‖]|f'(s)|‖u‖,则有

∑
i
Fi(ui,s-t)≤

1
η∑i fi(ui,s-t)ui,s-t ≤

1
η

max
s∈[-‖us-t‖,‖us-t‖]

|f'(s)|‖us-t‖2 < ∞ (22)

e-
1
2μt+∫0-ty(θrω)dr2∑

i
Fi(ui,s-t)→0 (23)

对(21)式关于s∈ (-∞,τ]取上确界,结合(10)式可知,存在T(D,s,ω)≥1使得当t≥T 时,有

sup
s≤τ
e-

1
2μt+∫0-ty(θrω)dr‖φs-t‖2E ≤e-

1
4μtsup

s≤τ
‖D(s-t,θ-tω)‖2 ≤1 (24)

因此(11)式得证,即

sup
s≤τ
‖φ(s)‖2E ≤1+G(τ,ω) (25)

 推论1 若假设(A1),(A2),(A3)成立,由引理1,方程(9)生成的非自治随机动力系统满足文献[3],

[13]中拉回后向一致吸收集存在的条件,即协循环{Φ(t)}t≥0 存在D 拉回后向一致吸收集K∈D,其中

K(τ,ω):={φ∈E:‖φ‖2E ≤1+G(τ,ω)}=∪
s≤τ

K0(s,ω),∀τ∈R,ω∈Ω (26)

 引理2 若假设(A1),(A2),(A3)成立,则对 ∀ε>0,(τ,ω,D)∈ (R×Ω×D),φs-t ∈D(s-t,

θ-tω),存在T(ε,τ,ω,D)>0,k(ε,τ,ω,D)≥1,使得

sup
s≤τ∑|i|>k‖φi(s,s-t,θ-sω,φs-t)‖2E <ε2,∀t>T (27)

 证  构造一个光滑函数ρ(s)∈C1([0,∞),[0,1]),且当|s|≤1时,ρ=0;当|s|≥2时,ρ=1.
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易知,存在常数C0,使得对任意s∈R,有|ρ'(s)|≤C0.令φ=(u,v)T=((u)i,(v)i)Ti∈Z,其中(u)i=

ρ
|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷ui,(v)i=ρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷vi,φ(r)与(12)式做内积(·,·)E 得

(φ
·,φ(r))E +(C(φ),φ)E =(H(φ),φ)E +(I(φ),φ)E (28)

易证

∑
i
ρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷(Bu)2i -

2C0

k ‖u‖2 ≤ (Au,u)≤∑
i
ρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷(Bu)2i +

2C0

k ‖u‖2

(1-ξδ)(Au,v)-(1-ξδ)(Av,u)≥-
C0

λk
‖φ‖2E

C0

kλ
‖φ‖2E +4∑

i
ρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷(ui,vi)≥ (Au,v)

(Av,v)≥-
2C0

k ‖v‖2

则有

(C(φ),φ)E ≥∑
i
ρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷(υ‖φi‖2E +

α1
2|vi|2-α2α|z(θr-sω)|(ui,vi))-

C1

k‖φ‖
2
E (29)

(H(φ),φ)E ≤
1
2∑iρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷(y(θr-sω)-(2ηα+2α2α)|z(θr-sω)|)‖φi‖2E +

C2

k |z(θr-sω)|‖φ‖2E (30)

(I(φ),φ)E ≤-
d
dt∑iρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷Fi(ui)-∑

i
ρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷(δη1Fi(ui)+

αη1η3
η2

|z(θr-sω)|Fi(ui)+

η3α|z(θr-sω)||ui|2+
α1
2|vi|2)+

1
2α1∑|i|≥k|gi|2 (31)

其中C1,C2 为常数,将(29)-(31)式代入(28)式可知,

d
dr∑iρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷(‖φi‖2E +2Fi(ui))≤-μ+y(θr-sω)∑

i
ρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷(‖φi‖2E +Fi(ui))+

C1

k‖φ‖
2
E +

C2

k |z(θr-sω)|‖φ‖2E +
1
α1∑|i|≥k|gi|2 (32)

对(32)式运用Gronwall引理可得

sup
s≤τ∑iρ

|i|
k

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖φi(s)‖2E ≤sup

s≤τ
(‖φs-t‖2E +∑

i
Fi(ui))e-μt+∫0-ty(θσω)dσ +

C1

ksups≤τ∫
0

-t
eμr+∫

0
ry
(θσω)dσ‖φ‖2Edr+

C2

ksups≤τ∫
0

-t
|z(θrω)|eμr+∫0ry(θσω)dσ‖φ(r)‖2Edr+

1
α1
sup
s≤τ∫

0

-∞
eμr+∫0ry(θσω)dσ∑

|i|≥k
|gi|2dr (33)

由于φs-t ∈D(s-t,θ-tω)(s≤τ),结合(10)式可得

lim
t→+∞

sup
s≤τ
e-μt+∫0-ty(θσω)dσ‖φs-t‖2E ≤lim

t→+∞
sup
s≤τ
e-

3
4μt‖D(s-t,θ-tω)‖2=0 (34)

由(8)式知,存在C(ω)>0,使e
μr
4|z(θr-sω)|≤C(ω),结合引理1,(A3)和(21)式可知,存在T >0,

当t>T 时有

lim
k→+∞

C1

ksups≤τ∫
0

-t
eμr+∫0ry(θσω)dσ‖φ‖2Edr=0 (35)
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lim
k→+∞

C2

ksups≤τ∫
0

-t
|z(θrω)|eμr+∫0ry(θσω)dσ‖φ(r)‖2Edr≤

lim
k→+∞

C(ω)C2

k sup
s≤τ∫

0

-t
e
3
4μr+∫0ry(θσω)dσ‖φ(r)‖2Edr=0 (36)

lim
k→+∞

1
α1
sup
s≤τ∫

0

-t
eμr+∫0ry(θσω)dσ∑

|i|≥k
|gi|2dr≤lim

k→+∞

1
α1
sup
s≤τ∫

0

-∞
e
3
4μr∑

|i|≥k
|gi|2dr=0 (37)

因此,结合(23)式和(34)-(37)式可得,对任意的ε>0,(τ,ω,D)∈ (R×Ω×D),φs-t ∈D(s-t,

θ-tω),存在T(ε,τ,ω,D)>0,k(ε,τ,ω,D)≥1,使得

sup
s≤τ∑|i|>k‖φi(s,s-t,θ-sω,φs-t)‖2E <ε2,∀t>T

 引理3 若假设(A1),(A2),(A3)成立,则协循环{Φ(t)}t≥0 在吸收集K∈D上是后向渐近紧的.
证  对任意固定的τ ∈R,ω ∈Ω,取任意序列τk ≤τ,tk → +∞(k → +∞),及任意的φ0 ∈

K(τk -tk,θ-tkω).定义φk =Φ(tk,τk -tk,θ-tkω,φ0,k)=φ(τk,τk -tk,θ-τkω,φ0,k),φ0,k ∈D(τk -

tk,θ-tkω),对 ∀ε>0,由引理2可知存在kε,Nε,当k≥kε 时,有

∑
|i|≥Nε

‖φk,i‖2E <ε2 (38)

由引理1,φk 在E 中有界,从而{(φk,i)|i|≤Nε}k 在R2Nε+1 中有界,故{(φk,i)|i|≤Nε}k 在R2Nε+1 中有一个有限

的ε 网,结合(38)式可知{φk}在E 中有一个有限的2ε 网,从而{φk}在E 中是预紧的,即证得协循环

{Φ(t)}t≥0 在吸收集K上是后向渐近紧的.

3 后向紧随机吸引子

定义1 一个非自治的随机紧集A∈D称为关于非自治协循环Φ 的D 随机吸引子,若

(i)A是不变的,即Φ(t,τ,ω)A(τ,ω)=A(t+τ,θtω),t>0;

(ii)A在hausdorff半距离意义下是吸收的,即对任意D∈D,
lim
t→+∞

distX(Φ(t,τ-t,θ-tω)D(τ-t,θ-tω),A(τ,ω))=0

 定义2 集合A={A(τ,ω)}称为后向紧的当A是紧的且 ∪s≤τA(s,ω)(τ∈R,ω ∈Ω)是预紧的.
定理1 若假设(A1),(A2),(A3)成立,则方程(1)生成的动力系统存在后向紧随机吸引子.
证 由文献[13](定理3.9)可知方程(9)生成的非自治随机动力系统Φ(t)存在唯一的后向紧D 拉回

吸引子A∈D和唯一的可测D0 拉回吸引子A0∈D0.再由文献[13](定理6.1)知A=A0,故吸引子A也

是随机的,即Φ(t)存在唯一的后向紧D 拉回随机吸引子A∈D.由文献[6,15]可知方程(1)与方程(9)生

成的随机动力系统共轭,从而方程(1)存在后向紧随机吸引子.
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