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一类考虑垂直传染、接种及人均病床数的

SIVS传染病模型分析①
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1.陕西工业职业技术学院,陕西 咸阳712000;2.西北大学 数学学院,西安710127

摘要:基于疫苗接种不完全有效的实际情况,研究了一类考虑垂直传染、接种及人均病床数的SIVS传染病模型,
同时采用与人均病床数有关的治疗函数以研究医疗资源数量对传染病防治工作的影响.首先,利用下一代生成矩阵

法得到疾病基本再生数的表达式,并且分别采用几何法和特征值法得到各平衡点稳定性的一些结论;其次,通过对

平衡点的讨论发现此类模型会发生后向分支,同时结合理论证明和数值模拟对其进行验证;最后,基于已有文献对

加入垂直传染和新生儿接种因素后的理论结果异同点进行比较,得出了通过大幅减少有效接触和提供丰富的医疗

资源可以避免发生后向分支从而消灭疾病,通过增加疫苗的接种比例和接种效率可以控制疾病传播的结论.
关 键 词:垂直传染;疫苗接种;人均病床数;SIVS传染病模型;后向分支
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AnalysisofanSIVSEpidemicModelwithVerticalTransmission,
VaccinationandNumberofBedsPerCapita
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Abstract:Inthispaper,basedonthefactthatvaccinationisnotfullyeffective,aSIVSinfectiousdisease
modelconsideringverticaltransmission,vaccinationandpercapitabednumberisstudied.Meanwhile,the
treatmentfunctionrelatedtopercapitabednumberhasbeenusedtostudytheinfluenceofmedicalre-
sourcesonthepreventionandtreatmentofinfectiousdiseases.Firstly,theexpressionofthebasicrepro-
ductionhasbeenobtainedwiththenextgenerationmatrixandtheexistenceandstabilityofeverypoints
arediscussedbymeansofgeometricmethodandeigenvaluemethodrespectively.Secondly,throughthe
discussionoftheequilibriumpoints,ithasbeenfoundthatitwillappearbackwardbifurcationinsuch
modelandtheconditionofthebackwardbifurcationisverifiedbytheoreticalproofandnumericalsimula-
tion.Andfinally,thesimilaritiesanddifferencesofthetheoreticalresultsafteraddingthefactorsofverti-
calinfectionandneonatalvaccinationarecomparedbasedontheexistingliterature.Ithasbeenshownthat
minimaleffectivecontactandabundantmedicalresourcescouldavoidtheappearanceofbackwardbifurca-
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tion,leadingtodiseaseextinctionfinally.Meanwhiletheepidemicdiseasescanalsobecontrolledbyin-
creasingvaccinationratesandimprovingtheeffectivenessofvaccination.
Keywords:verticaltransmission;vaccination;numberofbedspercapita;SVISepidemicmodel;back-

wardbifurcation

经典的传染病仓室模型通常根据疾病痊愈后是否具有免疫阶段(即康复类仓室)分为不同研究方

向[1-2],而文献[3]针对部分疫苗接种者具有暂时性免疫的实际情形,在传统无免疫阶段的SIS模型基础上

加入了暂时性免疫仓室V,并引发大量研究[4-7].通过分析发现在疫苗接种不完全有效时,模型在一定条件

下发生后向分支.以乙型肝炎病毒为例,首先其具有垂直传染的特点;其次,可接种疫苗进行防治,但

5% ~10% 的人群会存在疫苗无应答现象,即接种无效[8-9];同时疫苗在不同人群体内的存活时间不同[10],
除新生儿外的其他易感者均可在不同阶段接种疫苗.

基于乙肝病毒的以上特点建立动力学模型,并且考虑加入由文献[11]定义的一个与病床数有关的饱和

治疗函数

μ(δ,I)=μ0+(μ1-μ0)
δ

δ+I
其中:μ0,μ1 分别是最小和最大恢复率.通过研究分析系统发生鞍结点分支、后向分支和Bogdanov-Takens
分支的情况,以此推断包含病床数在内的有限医疗资源对传染病控制的影响.此后,也有很多学者引用该

治疗函数进行研究[12-15],以便更细致有效地研究与医疗资源有关的因素对传染病防治的影响.
本文基于乙肝传播特点建立一类考虑垂直传染、疫苗接种以及人均病床数量的SIVS模型,同时对易

感者以及易感者和接种者的新生儿预防接种.通过对模型进行理论研究和数值分析,总结出控制乙型肝炎

疾病流的有效措施,也可进一步为进行疫苗接种的传染病防治提供了更丰富的理论基础.

1 模型建立

本模型将某一地区的人口共分为3个仓室:易感者、染病者以及接种者.假设此地区不发生人口迁移和

因病死亡,即环境总人口恒定,则可直接假设S(t),I(t),V(t)分别表示在t时刻环境中易感者、染病者和

接种者的人口密度.假设疾病的发生采用双线性发生率.由于不同阶段人群染病概率不同,则设m 为易感

者和接种者的新生儿疫苗接种比例;m'表示易感者的接种比例;接种者与染病者接触仍有一定染病概率,
这取决于疫苗的接种效率σ,σ∈(0,1),σ取0代表疫苗完全有效,取1代表疫苗完全失效;q表示疾病的

垂直传染率;β表示染病者对易感者和接种者的感染率;b,d分别表示人口的出生率和自然死亡率,假设人

口的出生率与自然死亡率相等,即b=d;μ为(1)式表示的治疗函数;δ为人均病床数量,可以衡量包括病

床数在内的医疗资源情况;θ表示接种失效的比例.该模型的传播流程图如下:

图1 SIVS传染病模型流程图

根据传播流程图,建立如下模型:
dS
dt=(1-m)b(S+V)+(1-q)bI-βSI+θV+μ(δ,I)I-m'S-dS

dI
dt=βSI+qbI+βδVI-μ(δ,I)I-dI

dV
dt=mb(S+V)+m'S-βσVI-θV-dV

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(1)
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由于S=1-I-V,将模型进行化简降维后,模型(1)可化为:

dI
dt=β(1-I-V)I-(1-q)bI+βσVI-μ(δ,I)I

dV
dt=mb(1-I)+m'(1-I-V)-βσVI-θV-bV

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)

 要使模型具有实际的生物学意义,则在区域:

D={(I,V)∈R2+:0≤I+V ≤1}
内考虑模型(2)的动力学性质.

2 主要结果

2.1 基本再生数

令模型(2)的右端函数为0,可以得到该模型的无病平衡点E0= 0,m'+mb
m'+θ+b

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

本节将采用第二代生成矩阵法计算疾病的基本再生数R0.那么

F= β(1-I-V)I+βσVI
0

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,V= μ(δ,I)I+(1-q)bI

βσVI+θV+bV-mb(1-I)-m'(1-I-V)
æ

è
ç

ö

ø
÷

通过F,V 在无病平衡点E0 处的Jacobi矩阵得到基本再生数表达式:

R0=β[θ+b+σm'-(1-σ)mb]
(m'+θ+b)[μ1+(1-q)b]

(3)

 注  此处R0 >0恒成立.由于模型中参数均在(0,1)范围内,则有b> (1-σ)mb.
2.2 平衡点存在性

模型(2)的无病平衡点E0= 0,m'+mb
m'+θ+b

æ

è
ç

ö

ø
÷ 始终存在.下面着重讨论地方病平衡点的存在性.

令模型(2)右端函数为0,可得V(I)=
(mb+m')(1-I)
βσI+m'+θ+b

,将其代入模型中可得到I满足以下方程:

H(I)=β2σI3+h1I2+h2I+h3=0 (4)
其中:

h1=β[m'+θ+b+(σ-1)(mb+m')]+βσ[μ0+(1-q)b]+β2σ(δ-1)

h2=β(1-σ)(1-δ)(mb+m')-β(1-δ)(m'+θ+b)-β2σδ+μ0(m'+θ+b)+
  βσδμ1+(1-q)b(βσδ+m'+θ+b)

h3=δ(m'+θ+b)[μ1+(1-q)b](1-R0)

 由于三次方程的根较为复杂,将利用几何学的方法对其进行证明.

定理1(地方病平衡点存在性) 对于模型(2)地方病平衡点E=(I
-
,V

-
)的存在性有以下情形:

1)当R0 >1时,模型有且仅有一个地方病平衡点E
∧

=(I
∧
,V
∧
);

2)当R0=1时,若V'1(0)<V'2(0),即

β(m'+θ+b)2-β(1-σ)(mb+m')(m'+θ+b)-β2σ(1-σ)(mb+m')<
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

δ

此时模型有且仅有一个地方病平衡点E
~

=(I
~
,V

~
);

3)当R0<1时,若V'1(0)<V'2(0)且存在一点I*,使得V1(I*)<V2(I*),则模型存在两个地方病

平衡点E1=(I1,V1),E2=(I2,V2);当且仅当在该点处V1(I*)=V2(I*)且V'1(I*)=V'2(I*)时两平

衡点重合,仅存在一个地方病平衡点.
证  令模型(2)的右端函数为0,则有

V1(I)=V2(I)
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其中

V1(I)=
(mb+m')(1-I)
βσI+m'+θ+b

V2(I)=βI2+[β(δ-1)+μ0+(1-q)b]I+δ[μ1+(1-q)b-β]
β(σ-1)(δ+I)

 下面利用V1(I)和V2(I)的增减性及凹凸性进行分析.

V1(0)=
mb+m'

m'+θ+b
,V1(1)=0

V2(0)=μ1+(1-q)b-β
β(σ-1)

,V2(1)=μ0+(1-q)b+δ[μ1+(1-q)b]
β(σ-1)(δ+1) <0

V'1(I)=-
(mb+m')(m'+θ+b+βσ)

(m'+βσI+θ+b)2 <0,V'2(I)=βI2+2βδI+δ(μ0-μ1+βδ)
β(σ-1)(δ+I)2

V″1(I)=
2βσ(mb+m')[m'+θ+b+βσ]

(m'+βσI+θ+b)3 >0,V″2(I)=-
2δ(μ0-μ1)

β(σ-1)(δ+I)3 <
0

 由上述判断可知,V1(I)是在[0,1]上单调递减的凹函数,V2(I)是[0,1]上的凸函数.又由于

V1(0)-V2(0)=μ1+(1-q)b
β(σ-1)

·(R0-1)

则V1(0)>V2(0)等价于R0 <1;V1(0)=V2(0)等价于R0=1;V1(0)<V2(0)等价于R0 >1.
下面针对R0 的3种情形(图2)分别进行讨论:
情形1 若R0>1,有V1(0)<V2(0)且V1(1)=0,V2(1)<0成立,则V1(I)与V2(I)在[0,1]内

有且仅有一个交点(如图2a).

图2 V1(I)和V2(I)的函数关系图
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情形2 若R0=1,有V1(0)=V2(0)且V1(1)=0,V2(1)<0成立,则当V'1(0)<V'2(0)成立时,即

β(m'+θ+b)2-β(1-σ)(mb+m')(m'+θ+b)-β2σ(1-σ)(mb+m')<
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

δ
成立时,V1(I)与V2(I)在[0,1]内有且仅有一个交点,否则将无交点(如图2b).

情形3 若R0 <1,有V1(0)>V2(0)且V1(1)=0,V2(1)<0成立:

1)当V'1(0)<V'2(0)且存在一点I*,使得V1(I*)<V2(I*),V1(I)与V2(I)在[0,1]内存在两个

交点(如图2c);

2)当存在一点I* 使得V1(I*)=V2(I*)且V'1(I*)=V'2(I*)时,两交点重合为一个交点(如图2d).
2.3 平衡点稳定性

定理2(无病平衡点局部稳定性) 当R0 <1时,模型(2)的无病平衡点E0 在D 内局部渐近稳定;当

R0>1时,E0 不稳定;当R0=1时,E0 为鞍结点,其中当C>0时,E0 为右鞍左结点;当C<0时,E0

为左鞍右结点.
证  模型(2)的Jacobi矩阵为:

J(E)=
β(1-2I-V)+βσV-μ'I(δ,I)-μ(δ,I)-(1-q)b -βI+βσI

-(mb+m')-βσV -(m'+θ+b)-βσI
æ

è
ç

ö

ø
÷

代入无病平衡点E0= 0,m'+mb
m'+θ+b

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,得到在E0 点处的Jacobi矩阵为

J(E0)=
[μ0+(1-q)b](R0-1) 0

-
(mb+m')(βσ+m'+θ+b)

m'+θ+b -(m'+θ+b)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

 若R0-1<0,即R0<1时,J(E0)有两个负特征根,此时模型(2)在E0 处局部渐近稳定;若R0-
1>0,即R0>1时,J(E0)的两个特征根为异号实根,此时E0 为鞍点,不稳定.若R0-1=0,J(E0)具
有一个零实部和一个负实部特征根,属于临界情形下的奇点分析.下面利用Liapunov-Schmidt更替法进行

讨论.

1)坐标平移.将无病平衡点E0 平移至坐标原点,并作线性替换,令I'=I,V'=V-
mb+m'

m'+θ+b
则将模型化为

dI'
dt =β(1-I'-V')I'+β(mb+m')(σ-1)I'

m'+θ+b +βσV'I'-μ(δ,I')I'-(1-q)bI'

dV'
dt =-

(mb+m')(βσ+m'+θ+b)
m'+θ+b I'-βσV'I'-(m'+θ+b)V'

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(5)

 2)利用二元函数麦克劳林展式将右端函数展开,得到如下系统:

dI'
dt =φ(I',V')

dV'
dt =-

(mb+m')(βσ+m'+θ+b)
m'+θ+b I'-(m'+θ+b)V'+ψ(I',V')

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(6)

其中:

φ(I',V')=(-β+μ1-μ0

δ
)I'2+(-β+βσ)I'V'

ψ(I',V')=-βσI'V'
 3)判断临界情形下的奇点稳定性.

令系统(6)的第二式右端函数为0.当|x|≪1时,可利用待定系数法求解得到V'关于I'的函数.令

V'(I')=a1I'+a2I'2+O(I'3),则

(a1+2a2I'+O(I'2)) -β+μ1-μ0

δ
æ

è
ç

ö

ø
÷I'2+(-β+βσ)I'(a1I'+a2I'2+O(I'3))é

ë
êê

ù

û
úú=
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-
(mb+m')(βσ+m'+θ+b)

m'+θ+b I'-(m'+θ+b)(a1I'+a2I'2+O(I'3))-βσI'(a1I'+a2I'2+O(I'3))

可得

a1=-
mb+m'

m'+θ+b-βσ(mb+m')
(m'+θ+b)2

则V'关于I'的函数关系为:

V'(I')= -
mb+m'

m'+θ+b-βσ(mb+m')
(m'+θ+b)2

é

ë
êê

ù

û
úúI'+O(I'2)

将V'(I')代入系统(6)第一式中,得到降维后的系统:

dI'
dt = -β+μ1-μ0

δ +(-β+βσ)-
mb+m'

m'+θ+b-βσ(mb+m')
(m'+θ+b)2

é

ë
êê

ù

û
úú{ }I'2+O(I'3)

其分支余维为1,它的一个普适开折拓扑等价于:

dI'
dt =λ+ -β+μ1-μ0

δ +(-β+βσ)-
mb+m'

m'+θ+b-βσ(mb+m')
(m'+θ+b)2

é

ë
êê

ù

û
úú{ }I'2

通过分析其轨线拓扑分类,可得在R0=1时,无病平衡点E0 为鞍结点.
现可分析得到以下结论,令

C=-β+μ1-μ0

δ +(-β+βσ)-
mb+m'

m'+θ+b-βσ(mb+m')
(m'+θ+b)2

é

ë
êê

ù

û
úú

则当C >0时,E0 为右鞍左结点;当C <0时,E0 为左鞍右结点.

定理3(地方病平衡点局部稳定性) 模型(2)地方病平衡点E
-

=(I
-
,V

-
)的稳定性如下:

1)若R0 >1,模型中仅存在唯一一个地方病平衡点E
∧

=(I
∧
,V
∧
),且为非鞍点;

2)若R0 <1,当满足定理2条件3时模型中存在两个地方病平衡点,其中平衡点E1=(I1,V1)为鞍

点始终不稳定,平衡点E2=(I2,V2)是非鞍点.
对于所有非鞍点,在条件D >0成立时均是局部渐近稳定的.

证  模型(2)在地方病平衡点E
-

=(I
-
,V

-
)处的Jacobi矩阵为:

J(E
-
)=

-βI
-

+
(μ1-μ0)δI

-

(δ+I
-
)2

-βI
-

+βσI
-

-(mb+m')-βσV
-

-(m'+θ+b)-βσI
-

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

其对应的特征方程为:

λ2-tr(I
-
)λ+det(I

-
)=0

其中

tr(I
-
)=-

G(I
-
)

(δ+I
-
)2

G(I
-
)=β(σ+1)I

-
3+[2βδ(σ+1)+m'+θ+b]I

-
2+δ[βδ(σ+1)+μ0-μ1+2(m'+θ+b)]I

-

det(I
-
)=

I
-

H'(I
-
)

δ+I
同时,令D=δ[βδ(σ+1)+μ0-μ1+2(m'+θ+b)].

显然,矩阵J(E
-
)特征根的符号由G(I

-
)和H'(I

-
)共同决定.当R0>1时,由图2a知H'(I

∧
)>0,E

∧

=

(I
∧
,V
∧
)为非鞍点;当R0<1时,若满足存在两个平衡点条件,则由式(4)可知H'(I1)<0,H'(I2)>0,

此时E1=(I1,V1)为鞍点,E2=(I2,V2)为非鞍点.对于所有的非鞍点,当D >0时是稳定的.
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2.4 后向分支

定理4 在R0=1时,当条件β>βc 成立,或β<βc 且δ<δc 成立时,模型(2)将会产生后向分支.

证  令μ
-

1=β[θ+b+σm'-(1-σ)mb]
m'+θ+b -(1-q)b,则当且仅当μ1=μ

-

1 时,有R0=1.根据文献

[16]计算决定系统零解局部动力学性质的A,B 得出系统产生后向分支的条件.现利用无病平衡点平移至

原点并展开后的系统(6)进行计算.
设系统(6)线性部分构成的矩阵Y 在零特征根处所具有的非负左、右特征向量分别为υ,ω.其中

Y=
0 0

-(mb+m')-βσ(mb+m')
m'+θ+b -(m'+θ+b)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

求得左右特征向量分别为:

υ=(1,0)   ω= 1,-
m'+mb

m'+θ+b-βσ(m'+mb)
(m'+θ+b)2

æ

è
ç

ö

ø
÷

 设系统(6)的右端函数各分量表示为fi(x,η)(i=1,2).现令x1=I',x2=V',η=μ
-

1-μ1.则右端函

数展式可表示为:

∂2f1(0,0)
∂x2

1
=-β+μ1-μ0

δ
;∂

2f1(0,0)
∂x1∂x2

=-β+βσ;
∂2f2(0,0)
∂x1∂x2

=-βσ;

∂2f1(0,0)
∂x1∂η

=1-R0+β[θ+b+σm'-(1-σ)mb]
(m'+θ+b)[μ1+(1-q)b]

其余分量二阶导结果均为0.则

A=∑υkωiωj
∂2fk(0,0)
∂xi∂xj

=υ1ω1ω1
∂2f1(0,0)
∂x2

1
+υ1ω1ω2

∂2f1(0,0
∂x1∂x2

=(-β+βσ)(V'1(0)-V'2(0))

B=∑υkωi
∂2fk(0,0)
∂xi∂η

=υ1ω1
∂2f1(0,0)
∂x1∂η

=1-R0+β[θ+b+σm'-(1-σ)mb]
(m'+θ+b)[μ1+(1-q)b]

 在R0=1时,若A >0,B >0,系统会产生后向分支.由于此时B >0成立,只需

A >0⇔V'1(0)-V'2(0)<0⇔-
(mb+m')(m'+θ+b+βσ)

(m'+θ+b)2 <μ0-μ1+βδ
β(σ-1)δ

则有

β(1-σ)(mb+m')δ(m'+θ+b)+β2σ(1-σ)δ(mb+m')-

βδ(m'+θ+b)2 > (μ0-μ1)(m'+θ+b)2 (7)

 从式(7)可以看出,若满足条件:
(1-σ)δ(m'+θ+b)+βσ(1-σ)δ(mb+m')>δ(m'+θ+b)2

即令

βc =
(m'+θ+b)2-(1-σ)(mb+m')(m'+θ+b)

σ(1-σ)(mb+m')
则当条件β>βc 时,系统可以产生后向分支.

而当β<βc 时,则只需满足条件:

β(m'+θ+b)2-β(1-σ)(mb+m')(m'+θ+b)-β2σ(1-σ)(mb+m')<
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

δ
即当满足条件

δ<
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

β(m'+θ+b)2-β(1-σ)(mb+m')(m'+θ+b)-β2σ(1-σ)(mb+m')

⇔δ<
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

β(βc -β)σ(1-σ)(mb+m')
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时,系统也会产生后向分支.令δc =
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

β(βc -β)σ(1-σ)(mb+m').

综上所述,当β>βc 或β<βc 时,令δ<δc 时,模型(2)会产生后向分支.
值得注意的是,定理2中的C >0等价于:

-β+μ1-μ0

δ
æ

è
ç

ö

ø
÷+(-β+βσ)-

mb+m'
m'+θ+b-βσ(mb+m')

(m'+θ+b)2
é

ë
êê

ù

û
úú >0⇔

δ<
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

β(m'+θ+b)2-β(1-σ)(mb+m')(m'+θ+b)-β2σ(1-σ)(mb+m')
则在R0=1,即无病平衡点为右鞍左结点时,系统(2)会产生后向分支.

3 数值模拟

1)固定参数μ0=0.08,μ1=0.8,δ=0.1分析了饱和治疗函数的图像(图3).图3表明,对于任意的

δ>0,饱和治疗函数总介于μ0 与μ1 之间,并且当I=δ 时治疗率达到中等水平,说明包含医院人均病床

数在内的医疗资源数量与治疗效果密切相关,与此同时,治疗函数μ 随染病者密度I 的增大而呈减小的趋

势并最终趋于最小恢复率,从另一层面也表明了有限的医疗资源会限制疾病的治疗.

图3 饱和治疗函数μ(δ,I)图像

2)固定参数μ0=0.1,μ1=0.6,θ=0.1,m'=0.4,m=0.6,σ=0.2,b=0.06,q=0.06,且令人均

病床数δ=0.1不变,绘制出在β 取不同值时系统(2)在相平面(V,I)内的轨迹图(图4).图4表明平衡点

的个数及类型会随β 发生变化.图4(a)取参数β=0.7,系统存在唯一的无病平衡点E0 且稳定;图4(b)取
参数β=1,系统存在两个正平衡点以及一个稳定的无病平衡点,其中E1为鞍点,E2为稳定的结点;图4(c)
取参数β=2.3,系统存在一个不稳定的无病平衡点和一个稳定的结点.

图4 模型在相平面(V,I)内轨迹图(固定δ=0.1不变)
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固定参数μ0=0.1,μ1=0.6,θ=0.1,m'=0.4,m=0.6,σ=0.2,b=0.06,q=0.06,令有效接触

率β=0.5不变,绘制出在δ 取不同值时系统(2)在相平面(V,I)内的轨迹图(图5).图5表明平衡点的个

数及类型会随δ发生变化.图5(a)取参数δ=0.1,系统存在唯一的无病平衡点E0 且稳定;图5(b)取参数

δ=0.001,系统存在两个正平衡点以及一个稳定的无病平衡点,其中E1 为鞍点,E2 为稳定的结点.

图5 模型在相平面(V,I)内轨迹图(固定β=0.5不变)

3)固定参数σ=0.6,m'=0.4,θ=0.7,m=0.6,b=0.2,q=0.2,μ0=0.1,μ1=0.6.图6(a)中

假设β=1.3,δ=0.3,此时模型产生后向分支,在R0<1时既存在局部稳定的无病平衡点,还存在两个地

方病平衡点,其中不稳定的鞍点会随R0 的增加最终消失,稳定的平衡点会逐渐趋于一个稳定水平.图6(b)
中假设β=0.5,δ=0.5,此时模型发生前向分支,即R0<1时只存在一个稳定的无病平衡点,而R0>1
时模型存在唯一一个稳定的地方病平衡点.研究后向分支的目的就是为避免选取使模型产生后向分支的参

数,以使疾病可以在R0 <1时走向消亡.

图6 模型后向分支和前向分支图

4 理论结果比较

4.1 基本再生数

根据本文得到的基本再生数式(3),相较于文献[14]得到的基本再生数:

R
-

0= βΛ(θ+d+σm')
d(d+μ1)(m'+θ+d)

(8)

其中d表示自然死亡率.特殊地,当总人口恒定,即Λ
d =1时,属于文献[14]的特殊情况,此时与本文所作

假设相同.
对于基本再生数式(3):

43 西南师范大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn    第47卷



1)当q=0时,基本再生数(3)式转化为

R(1)
0 =β[θ+d+σm'-(1-σ)mb]

(m'+θ+d)(μ1+b)
与式(7)比较后可以看出,新生儿接种比例m 与基本再生数R(1)

0 呈负相关,即增加对易感者和接种者新生

儿的预防接种因素后,会使基本再生数减小,从而缩短疾病消失或稳定的时间.
当m=0时,基本再生数式(3)转化为:

R(2)
0 = β(θ+b+σm')

(m'+θ+d)[μ1+(1-q)b]

 可以看出,垂直传染率q与基本再生数R(2)
0 呈正相关,即增加新生儿垂直传染的传播特征后,会使基本

再生数增大,从而延长疾病消失或稳定的时间.
4.2 平衡点类型

平衡点的相关结论与文献[14]所得到的结果基本一致,均得到了当基本再生数大于1时系统存在一个

稳定的地方病平衡点和一个不稳定的无病平衡点;当基本再生数小于1时,除稳定的无病平衡点外系统还

存在一个或两个地方病平衡点,其稳定条件类似.
4.3 后向分支条件

相较于文献[14]所得到的后向分支产生条件:

δ<
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

β(m'+θ+b)2-β(1-σ)m'(m'+θ+b)-β2σm'(1-σ)
(9)

 依据本章得到的发生后向分支的条件:

δ<
(μ1-μ0)(m'+θ+b)2

β(m'+θ+b)2-β(1-σ)(mb+m')(m'+θ+b)-β2σ(1-σ)(mb+m')

 可以看出,在加入对易感者和接种者新生儿的预防接种因素后,产生后向分支的参数δ范围相对扩大,
这对于控制疾病而言,参数δ 在发生后向分支的范围之外选取才有显著作用.

5 小结与展望

本文基于乙型肝炎等传染病,考虑疫苗接种存在暂时性免疫且有一定接种效率的实际情况,同时考虑

到乙肝病毒可以垂直传染,建立了具有暂时性免疫仓室的一类考虑垂直传染、接种及医院病床数的SIVS
传染病模型,通过理论证明和定量模拟,进一步完善具有暂时性免疫的传染病研究,并得到相关结论:

1)当疾病的基本再生数大于1时,随时间推移疾病的染病者数量会逐渐趋于一个稳定水平;当疾病的

基本再生数小于1且人均医院病床数大于一定值时,随时间推移疾病将逐渐消亡.
2)当疾病接触率β>βc 或人均医院病床数量δ <δc 时,疾病会发生后向分支,此时无病平衡点在

R0=1时为右鞍左结点.这意味着在基本再生数小于1时,既存在稳定的无病平衡点也存在稳定的地方病

平衡点,而控制疾病流行需要调节参数使其处于不发生后向分支的范围.
3)通过理论研究发现,加入垂直传染的传播特点后,基本再生数会相对增大并延长疾病走向消亡的时

间;而加入对易感者和接种者新生儿的预防接种措施后,可以有效缓解基本再生数的增加,控制疾病的流

行,同时发生后向分支的参数δ 范围也会扩大,控制疾病时应使得接触率和人均病床数处于不发生后向分

支的范围内.
4)通过以上理论证明及数值模拟的结果,可作如下解释:通过尽量减少易感者、接种者与染病者的有

效接触,极大的丰富包括人均病床数在内的医疗资源,可以避免发生后向分支,从而使疾病走向消无;同

时也可以通过增加对新生儿的预防接种比例和接种效率控制疾病.
在实际生活中,曾有报道乙肝患者的子代由于未接种乙肝疫苗导致多年后患病并死亡的实例,所以还

可考虑对未发生垂直传播的染病者新生儿进行接种的实际情形,今后可根据这一特点继续进行研究.同时,
也可以考虑年龄结构、心理效应及媒体报道等对此类疾病的影响.
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