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带类p(x)-拉普拉斯算子
的问题在全空间上的多重解①

唐映, 储昌木

贵州民族大学 数据科学与信息工程学院,贵阳550025

摘要:研究了全空间中一类带类p(x)拉普拉斯算子的问题.在非线性项不满足(AR)条件时,通过证明该类问题

的泛函满足Cerami条件,利用对称山路引理和变分方法,获得了该类问题无穷多解的存在性.
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Abstract:Inthispaper,aclassofproblemshavebeenstudiedwithp(x)-Laplacian-likeoperatorinRN .
UndertheconditionthattheNonlineartermdoesnotsatisfythe(AR)condition,ithasbeenprovedthat
thefunctionalofsuchproblemssatisfiesCeramicondition,andtheexistenceofinfinitelymanysolutions
viathesymmetricmountainpasslemmaandthevariationalmethodhasbeenproved.
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考虑如下带类p(x) 拉普拉斯算子的椭圆方程:
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其中N ≥2,V:RN →(0,∞)是连续函数.p:RN →(1,∞)满足

1<p-=inf
x∈RN

p(x)≤p+=sup
x∈RN

p(x)<N

 近年来,包含p(x) 拉普拉斯算子的椭圆方程及变分方法的研究,受到了学者们的广泛关注(见文献

[1-14]).涉及变指数的数学模型可用于描述弹性力学和电流变液等物理现象.文献[6]研究了如下椭圆方
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程的特征值问题:
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其中Ω⊂RN 是一个具有光滑边界的有界区域,p(x)∈C(Ω)且p(x)>2,λ>0.令f(x,u)满足以下

(AR)条件:
(AR)存在M >0,θ>p+,使得

0<θF(x,t)≤tf(x,t)   |t|≥M,x∈Ω

其中F(x,t)=∫
t

0
f(x,s)ds.

当f(x,u)满足(AR)条件和一些附加条件时,文献[6]证明了:任意的λ>0均为方程(2)的一个特

征值.
最近,文献[15]在λ=1的情形下考虑了方程(2)解的存在性和多重性,当f(x,u)满足超线性增长条

件但不满足(AR)条件时,利用山路引理获得了方程(2)非平凡解的存在性.然而,当Ω=RN 时,对该类椭

圆方程的研究不多.本文将研究f(x,u)满足超线性增长条件但不满足(AR)条件(见文献[16])时,方程

(1)非平凡解的存在性.
我们给出如下假设条件:
(V)V ∈C(RN)满足V-=inf

x∈RN
V(x)>0且meas{x ∈RN:-∞ <V(x)≤v0}<+∞,其中v0 为

一常数,meas(·)表示RN 中的Lebesgue测度;
(H)p,q∈C+ (RN)={h ∈C(RN):inf

x∈RN
h(x)>1},满足1<p-≤p+<q-≤q+<p*(x)=

Np(x)
N -p(x)

;

(F1)f:RN ×R →R满足Carathéodory条件,即对所有的t∈R,f(·,t)可测,对所有的x∈RN,

f(x,·)连续;

(F2)存在非负函数ρ∈Lp'(·)(RN)∩Lq'(·)(RN)和σ∈L
q(·)

q(·)-p-(RN)∩L∞(RN),使得对∀(x,t)∈
RN ×R,|f(x,t)|≤ρ(x)+σ(x)|t|q(x)-1;

(F3)lim
|t|→ ∞

F(x,t)
|t|p+ =∞ 关于x ∈RN 一致成立;

(F4)lim
|t|→0

F(x,t)
|t|p+ < ∞ 关于x ∈RN 一致成立;

(F5)存在常数c0,r0 ≥0及k(x)>
N

p(x)
,使得对 ∀(x,t)∈RN ×R,当|t|≥r0 时,有

|F(x,t)|k(x)≤c0|t|k(x)p(x)F(x,t)

其中F(x,t)=
1
p+f(x,t)t-F(x,t)≥0;

(F6)f(x,-t)=-f(x,t)对所有x ∈RN 和t∈R成立.
本文的主要结果如下:
定理1 假设条件(V),(H)和(F1)-(F6)成立,则方程(1)有无穷多解.
记ζ(RN)是由所有可测实函数组成的集合.变指数Lebesgue空间

Lp(·)(RN)= u∈ζ(RN):∫RN |u(x)|p(x)dx< ∞{ }
对应的范数为

‖u‖Lp(·)(RN)=infλ>0:∫RN

u(x)
λ

p(x)

dx≤1{ }
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变指数Sobolev空间

W1,p(·)(RN)={u∈Lp(·)(RN):|∇u|∈Łp(x)(RN)}
对应的范数为

‖u‖W1,p(·)(RN)=‖u‖Lp(·)(RN)+‖∇u‖Lp(·)(RN)

定义

X = u∈W1,p(·)(RN):∫RN
(|∇u|p(x)+V(x)|u|p(x))dx<+∞{ }

其对应的范数为

‖u‖X =infλ>0:∫RN

∇u
λ

p(x)

+V(x)u
λ

p(x)æ

è
ç

ö

ø
÷dx≤1{ }

当V 满足条件(V)时,容易验证范数 ‖u‖X 与 ‖u‖1,p(x)等价[16].
命题1[2] 对所有的u∈Lp(·)(RN),v∈Lp'(·)(RN),有

∫RN
uvdx ≤

1
p- +

1
(p')-

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖Lp(·)(RN)‖v‖Lp'(·)(RN)≤

2‖u‖Lp(·)(RN)‖v‖Lp'(·)(RN)

其中 1
p(x)+

1
p'(x)=

1.

命题2[3] 设ρ(u)=∫RN
(|∇u|p(x)+V(x)|u|p(x))dx,则:

(i)ρ(u)>1(=1;<1)⇔‖u‖X >1(=1;<1);

(ii)若 ‖u‖X >1,则 ‖u‖p-

X ≤ρ(u)≤ ‖u‖
p+

X ;

(iii)若 ‖u‖X <1,则 ‖u‖p+

X ≤ρ(u)≤ ‖u‖
p-

X .
定义泛函

φ(u)=∫RN

1
p(x)|∇u|p(x)+ 1+|∇u|2p(x)+V(x)|u|p(x)( )dx

则φ(u)∈C1(X,R)且

<φ'(u),v>=∫RN
|∇u|p(x)-2∇u+|∇u|2p(x)-2∇u

1+|∇u|2p(x)
æ

è
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÷ ∇v+V(x)|u|p(x)-2uv

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
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 定义

ψ(u)=∫RN
F(x,u)dx

则ψ(u)∈C1(X,R),且

<ψ'(u),v>=∫RNf(x,u)vdx

 类似文献[6,16]的证明,有如下命题成立:
命题3 若条件(V)成立,则泛函φ:X →R在X 中是凸泛函且弱下半连续;若条件(V),(H),

(F1),(F2)成立,则ψ 在X 中弱连续,ψ':X →X'是一个紧算子.
命题4 假设p:RN →RLipschitz连续,q∈C+ (RN),p(x)≤q(x)≤p*(x),1<p-≤p+<N,

则W1,p(·)(RN)⤿Lq(·)(RN)是连续嵌入.
命题5[4] 假设p:RN →RLipschitz连续,有1<p-≤p+<N,
(i)若条件(V)成立,则X ⤿Lp(·)(RN)是紧嵌入;
(ii)若条件(V)成立,可测函数q(x)满足p(x)<q(x)且lim

x∈RN
(p*(x)-q(x))>0,则 X ⤿

Lq(·)(RN)是紧嵌入.
定义1 若对所有的v∈X,有
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∫RN
|∇u|p(x)-2∇u+|∇u|2p(x)-2∇u
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则称u∈X 是方程(1)的弱解.
方程(1)对应的能量泛函为

I(u)=∫RN

1
p(x)|∇u|p(x)+ 1+|∇u|2p(x)+V(x)|u|p(x)( )dx-∫RN

F(x,u)dx

 众所周知,方程(1)的弱解与泛函I的临界点等价.
定义2 设E 是Banach空间,J∈C1(E,R),c∈R.如果满足J(un)→c且‖J'(un)‖(1+‖un‖)→0

的序列{un}⊂E 有收敛子序列,则称泛函J 满足(Ce)c 条件.
引理1[17] 设E 是无限维Banach空间,E=Y ⊕Z,其中Y 为有限维空间.若对于任意c都有J ∈

C1(E,R)满足(Ce)c 条件,J(0)=0,J(-u)=J(u),且

(i)存在常数ρ0,α>0,使得J|􀆟Bρ0
∩Z ≥α;

(ii)对任意有限维子空间E􀮨 ∈E,存在R=R(E􀮨)>0,使得在E􀮨\BR 上有J(u)≤0.
则J 有一列临界值趋于 ∞ 的序列.

令{ei}为X 上的标准正交基,且定义Ei=span{ei}.记

Yk =⊕k
i=1Ei   Zk =⊕i≥kEi

则

E=span{ei:i∈N}=Yk ⊕Zk

 引理2[15] 若条件(V)成立,对于p(x)<s(x)<p*,当k→ ∞ 时,有

αk(s)= sup
u∈Zk,‖u‖=1

‖u‖s(x)→0

 由引理2,我们可以选择一个正整数m ≥1,使得

‖u‖p+

p+ ≤
1

p+C1
‖u‖p+   ∀u∈Zm (3)

设

E=X   Y=Ym   Z=Zm

则X =Y ⊕Z.
引理3 如果条件(V),(H),(F1)-(F5)成立,则泛函I满足(Ce)c 条件.
证  设{un}是I在X 中的(Ce)c 序列,即

I(un)→c   ‖I'(un)‖X*(1+‖un‖X)→0   n→ ∞ (4)

 首先验证{un}在X 中有界.假设{un}在X 中无界,则存在一个子列仍记为{un},使得当n→ ∞ 时,

‖un‖X →∞.定义ωn=
un

‖un‖X
,则‖ωn‖X =1.因此,存在收敛子序列仍记为{ωn},使得当n→∞时,

在X 中{ωn}弱收敛到ω;在RN 中{ωn}几乎处处收敛到ω;在Ls(·)(RN)中{ωn}强收敛到ω.其中s(x)≥
p(x)满足inf

x∈RN
(p*(x)-s(x))>0.

若ω ≠0,设

Ω1={x∈RN:ω(x)≠0}
当x ∈Ω1 时,有|un(x)|→+∞.通过条件(F3),有

lim
n→∞

F(x,un(x))

|un(x)|p+ =∞ (5)

因此,由(4),(5)式及Fatou引理,有

0=lim
n→∞

I(un)

‖un‖p+

X

≤
2
p- -liminf

n→∞∫Ω1

F(x,un)

|un|p+ |ωn|p+dx=-∞ (6)

矛盾.
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若w=0,在Ls(·)(RN)中,wn →0,其中

p(x)≤s(x)<p*

当n 充分大时,有

c+1≥I(un)-
1
p+
<I'(un),un>=

∫RN

1
p(x)|∇un|p(x)+ 1+|∇un|2p(x)+V(x)|un|p(x)( )dx-∫RN

F(x,un)dx-

1
p+∫RN

|∇un|p(x)+
|∇un|2p(x)

1+|∇un|2p(x)
æ

è
ç

ö

ø
÷dx-

1
p+∫RN

V(x)|un|p(x)dx+

1
p+∫RNf(x,un(x))undx≥

∫RN

1
p(x)-

1
p+

æ

è
ç

ö

ø
÷ |∇un|p(x)+ 1+|∇un|2p(x)+V(x)|un|p(x)( )dx+∫RN

F(x,un)dx≥

∫RN
F(x,un)dx (7)

设

Ωn(a,b)={x∈RN:a≤|un(x)|<b}   a≥0

c+o(1)=I(un)≥
1
p+‖un(x)‖p-

X -∫RN
F(x,un)dx+o(1) (8)

由(8)式可知

0<
1
p+ ≤limsupn→∞∫RN

|F(x,un)|
‖un‖p-

X

dx (9)

因此,当n→ ∞ 时,由条件(F2)可得

∫Ωn(0,r0
)

|F(x,un)|
‖un‖p-

X

dx ≤

∫Ωn(0,r0
)

ρ(x)|un|+
σ(x)
q(x)

|un|q(x)

‖un‖p-

X

dx ≤

2
‖un‖p-

X

‖ρ‖Lp'(·)(RN)‖un‖Lp(·)(RN)+
1
q-∫Ωn(0,r0

)
|un|q(x)-p-σ(x)|wn|p-dx ≤

2
‖un‖p-

X

‖ρ‖Lp'(·)(RN)‖un‖Lp(·)(RN)+
2rα-p-

0

q- ‖σ‖
L

q(·)

q(·)-p- (RN)‖wn‖p-

Lq(·)(RN)≤

C2
‖un‖p--1

X

+
2rα-p-

0

q- ‖σ‖
L

q(·)

q(·)-p- (RN)‖wn‖p-

Lq(·)(RN)→0 (10)

其中α=q+,q-,C1 是正常数.k(x)>
N

p(x)
,p(x)<k'(x)p(x)<p*(x).当n→∞ 时,由条件(F5)

和(7)式可得

∫Ωn(r0
,∞)

|F(x,un)|
‖un‖p-

X

dx≤∫Ωn(r0
,∞)

|F(x,un)|
|un|p(x) |wn|p(x)dx≤

2‖|F(x,un)|
|un|p(x) ‖Lk(·)(Ωn(r0

,∞))
‖wp(x)

n ‖Lk'(·)(Ωn(r0
,∞))≤

2‖(c0F(x,un))
1

k(x)‖Lk(·)(Ωn(r0
,∞))‖wn‖

p0

Lk'(·)p(·)(Ωn(r0
,∞))≤

2c
1
k00 ‖F(x,un))‖

1
k-
L1(RN)‖wn‖

p0

Lk'(·)p(·)(RN)≤
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2c
1
k00 (K +1)

1
k-‖wn‖p0

Lk'(·)p(·)(RN)→0 (11)
其中k0=k+,k-,p0=p+,p-.当n→ ∞ 时,结合(10),(11)式,有

∫RN

|F(x,un)|
‖un‖p-

X

dx=∫Ωn(0,r0
)

|F(x,un)|
‖un‖X

p- dx+∫Ωn(r0
,∞)

|F(x,un)|
‖un‖p-

X

dx →0

与(9)式矛盾.
综上所述,在X 中序列{un}有界.由命题5可知,当n→ ∞ 时,存在u∈X,使得:在X 中{un}弱

收敛到u;在RN 中{un}几乎处处收敛到u;在Lp(·)(RN)和Lq(·)(RN)中{un}强收敛到u.通过条件(F2)
和Hölder不等式,有

∫RN |(f(x,un)-f(x,u))(un -u)|dx≤

∫RN
[2ρ(x)+σ(x)(|un|q(x)-1+|u|q(x)-1)]|un -u|dx≤

4‖ρ‖Lp'(·)(RN)‖un -u‖Lp(·)(RN)+

2‖σ‖L∞(RN)(‖un‖q+-1
Lq(·)(RN)+‖un‖q--1

Lq(·)(RN)+‖u‖
q+-1
Lq(·)(RN)+‖u‖

q--1
Lq(·)(RN))‖un -u‖Lq(·)(RN)

因此

lim
n→∞∫RN

(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx=0 (12)

当n→ ∞ 时,在X 中un⇀u,在X* 中I'(un)→0,有

<I'(un)-I'(u),un -u>→0
则

o(1)=<I'(un)-I'(u),un -u>=

<φ'(un)-φ'(u),un -u>-∫RN
(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx

结合(12)式,有

lim
n→∞
<φ'(un)-φ'(u),un -u>=0 (13)

 由文献[1]可知存在著名的Simon不等式,即对所有的ξ,η∈RN,C 是只依赖p-,p+ 的常数,

Δ1={x∈RN:p(x)≥2}   Δ2={x∈RN:1<p(x)<2}
满足

|ξ-η|p(x)≤
C(|ξ|p(x)-2ξ-|η|p(x)-2η)·(ξ-η)  x∈Δ1

C[(|ξ|p(x)-2ξ-|η|p(x)-2η)·(ξ-η)]
p(x)
2 ×(|ξ|p(x)+|η|p(x))

2-p(x)
2   x∈Δ2{ (14)

 假设x ∈Δ1,当n→ ∞ 时,结合(13),(14)式,有

∫Δ1
|∇un -∇u|p(x)dx≤C∫Δ1

(|∇un|p(x)-2∇un -|∇u|p(x)-2∇u)·(∇un -∇u)dx≤

C∫Δ1
(|∇un|p(x)-|∇un|p(x)-2∇un∇u-|∇u|p(x)-2∇u∇un +|∇u|p(x))dx≤

C∫Δ1
(|∇un|p(x)+

|∇un|2p(x)

1+|∇un|2p(x)
+V(x)|un|p(x)-|∇un|p(x)-2∇un∇u-

|∇un|2p(x)-2∇un∇u
1+|∇un|2p(x)

-V(x)|un|p(x)-2unu-|∇u|p(x)-2∇u∇un -

|∇u|2p(x)-2∇u∇un

1+|∇u|2p(x)
-V(x)|u|p(x)-2uun +|∇u|p(x)+ |∇u|2p(x)

1+|∇u|2p(x)
+

V(x)|u|p(x))dx=

C(<φ'(un),un>-<φ'(un),u>-<φ'(u),un>+<φ'(u),u>)=
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C<φ'(un)-φ'(u),un -u>→0 (15)
利用条件(V)和(14)式,当n→ ∞ 时,有

∫Δ1
V(x)|un -u|p(x)dx≤C∫Δ1

V(x)(|un|p(x)-2un -|u|p(x)-2u)(un -u)dx →0 (16)

 假设x∈Δ2,在X 中序列{un}有界,存在H >0,有∫RN |∇un|p(x)dx≤H.利用(14)式和Hölder

不等式,当n→ ∞ 时,有

∫Δ2
|∇un -∇u|p(x)dx ≤

C∫Δ2
[(|∇un|p(x)-2∇un -|∇u|p(x)-2∇u)·(∇un -∇u)]

p(x)
2 (|∇un|p(x)+|∇u|p(x))

2-p(x)
2 dx ≤

C‖[(|∇un|p(x)-2∇un -|∇u|p(x)-2∇u)·(∇un -∇u)]
p(x)
2 ‖L

2
p(x)(Δ2)‖(|∇un|p(x)+|∇u|p(x))

2-p(x)
2 ‖L

2
2-p(x)(Δ2)≤

C‖[(|∇un|p(x)-2∇un -|∇u|p(x)-2∇u)·(∇un -∇u)]
p(x)
2 ‖L

2
p(x)(Δ2)→0 (17)

存在L >0,有

∫RN
V(x)|un|p(x)dx≤L

利用(14)式和Hölder不等式,当n→ ∞ 时,有

∫Δ2
V(x)|un -u|p(x)dx≤

C∫Δ2
V(x)[(|un|p(x)-2un -|u|p(x)-2u)(un -u)]

p(x)
2 (|un|p(x)+|u|p(x))

2-p(x)
2 dx →0 (18)

结合(15),(16),(17),(18)式,当n→ ∞ 时,有

∫RN
(|∇un -∇u|p(x)+V(x)|un -u|p(x))dx →0

则 ‖un -u‖X →0.因此泛函I满足(Ce)c 条件.
引理4 假设定理1中的条件都成立,则存在常数ρ0,α>0,使得I|􀆟Bρ0

∩Z ≥α.

证  由命题5可知存在常数C3 >0,使得

|u|Lq(x)(RN)≤C3‖u‖X (19)
由条件(F2),(F4),存在C1 >0,C4 >0,有

|F(x,t)|≤C1|t|p+
+C4|t|q(x)   ∀(x,t)∈ (RN,R) (20)

对于u∈Zm,由(3),(19)和(20)式可得

I(u)=∫RN

1
p(x)

(|∇u|p(x)+ 1+|∇u|2p(x)+V(x)|u|p(x))dx-∫RN
F(x,u)dx≥

2
p+‖u‖

p+

X -∫RN
(C1|u|p+

+C4|u|q(x))dx≥

2
p+‖u‖

p+

X -
1
p+‖u‖

p+

X -C5‖u‖q-

X ≥

1
p+‖u‖

p+

X (1-C5‖u‖q--p+

X )

取 ‖u‖X =ρ0
,由p+<q- 知,当ρ0

充分小时,有

I|􀆟Bρ0
≥
1
p+ρp+

0
(1-C5ρq--p+

0
)=α>0

 引理5 假设定理1中的条件都成立,对任意有限维空间X􀮨⊂X,若序列{un}⊂X􀮨满足‖un‖→ ∞,
则I(un)→-∞.

证  利用反证法.假设存在序列{un}⊂X􀮨,当n→∞时,‖un‖→∞,且存在M >0使得对∀n∈N
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有I(un)≥-M.定义ωn =
un

‖un‖X
,则 ‖ωn‖X =1.因此,存在收敛子序列仍记为{ωn},我们可以假设

在X 中{ωn}弱收敛到ω;因为X􀮨 是有限维的,则在X􀮨 中{ωn}强收敛到ω;在RN 中{ωn}几乎处处收敛到

ω,且 ‖ω‖X =1.类似引理3的证明中(5),(6)式的论述可导出矛盾.
定理1的证明  由引理3可知,泛函I满足(Ce)c 条件.由引理4和引理5可知,泛函I满足引理1的

所有假设.故定理1得证.
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