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具有logistic输入率的结核病模型的动力学分析①

郭雅妮, 侯强

中北大学 理学院,太原030051

摘要:建立了一个具有logistic输入率和外源性再感染的结核病模型.分析发现模型会出现余维1的跨临界、后向

分支和 Hopf分支;接着利用规范型理论,证明模型会经历退化的 Hopf分支和一个余维2尖点;最后通过数值模

拟说明理论结果,并发现模型会出现B-T分支.
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Abstract:Atuberculosismodelwithlogisticinputrateandexogenousreinfectionisestablished.Itisfound
thatthemodelhastranscriticalbifurcation,backwardbifurcationandHopfbifurcationofcodimension1.
Usingthenormalformtheory,itisprovedthatthemodelwillundergoadegenerateHopfbifurcationand
acuspofcodimension2.Atlast,thetheoreticalresultsareillustratedbynumericalsimulation,andB-T
bifurcationisfoundinthemodel.
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结核病是一种慢性传染病,主要由结核分枝杆菌感染引起[1].关于结核病的传播机制和动态,已经有

了许多研究成果[2-7].其中,文献[6]考虑结核病的外源性传染因素,建立了动力学模型.但该模型将人口输

入设定为常数,与实际情况不吻合.本文在已有研究的基础上,建立如下模型:
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其中:S(t),E(t),I(t)分别表示易感者、潜伏者、染病者的数量;m 为环境容纳量;r为内禀增长率;β为

易感人群与感染者的接触率;k为潜伏者向染病者的转移率;μ为自然死亡率;μd 为因病死亡率;p为潜伏

者遇到染病者的加速感染率.所有参数均为正.
本文结构如下:第一节求模型(1)的基本再生数,并分析模型平衡点的存在性;第二节主要研究模型的

Hopf分支和尖点分支;第三节用数值模拟验证分析结果;第四节进行总结.

1 基本再生数和平衡点的存在性

根据文献[8]的方法,模型(1)有正不变集

Ω= (S,E,I)∈R3+:0≤S+E+I≤
M
η{ }

其中:η,M=
(r+η)2m
4r

都为正.模型的无病平衡点为P0=(S0,0,0)=(m,0,0),根据下一代矩阵法[9],

模型的基本再生数为

R0= βkm
(μ+k)(μ+μd)

(2)

正平衡点P* =(S*,E*,I*)满足:
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可得S* =
(μ+μd)(pβI* +μ+k)

β(pβI* +k)
,E* =

(μ+μd)I*

pβI* +k
.

且I* 满足

g(I*)=D(I*)f(I*) (4)

D(I*)=-
(μ+μd)(pβI* +μ+k)

β2m (pβI* +k)2
(5)

f(I*)=AI*2+BI* +C=0 (6)

其中

A=pβ3m
B=rpβ(μ+μd)+β2m(k-rp)

C=r(1-R0)(μ+k)(μ+μd)

由于D(I*)=0时I* 的解小于零,所以只需考虑f(I*)=0的情况.因此,有以下定理:

定理1 当R0>1时,C<0,模型(1)有一个正平衡点;当R0<1时,C>0,如果B<0,模型(1)

有两个正平衡点;当R0=1时,C=0,如果B <0,模型(1)有一个正平衡点.

2 分支分析

当R0 <1时,无病平衡点P0 是局部渐近稳定的;当R0 >1时,无病平衡点P0 是不稳定的.根据

Sotomayor’s定理[10],当R0=1且pμr≠μk+k2 时,模型(1)发生跨临界分支.由于R0<1时,模型(1)

可能有两个正平衡点,根据文献[6]的方法,当R0=1且pμr>μk+k2 时,模型经历后向分支.接下来讨

论模型的Hopf分支和尖点分支.

2.1 Hopf分支

对模型(1)作变换(x,y,z)=(S-S*,E-E*,I-I*),在原点泰勒展开,我们得到
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其中

p0=rS* 1-
S*
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e=-(pβI* +μ+k),  f=-pβE* +βS*,  c0=pβE*I* +kE* -(μ+μd)I*,

j=pβE* -μd -μ,  h=pβI* +k,  c=-βS*,  d=βI*,

a200=-
r
m
,  a101=-β,  b101=β,  b011=-pβ,  c011=pβ

此时,正平衡点P* 的特征方程为

λ3+α2λ2+α1λ+α0=0 (8)

其中

α2=-(a+e+j),α1=-(fh-ae-aj-ej),α0=-aej+afh-cdh
当p=p1 时,我们有α1(p1)>0和α2(p1)α1(p1)-α0(p1)=0,那么特征方程变为

(λ+α2(p1))(λ2+α1(p1))=0 (9)

有一个负根λ1=-α2(p1)和一对纯虚根λ2,3=±iα1(p1).对于足够小的ε>0,当p∈ (p1-ε,p1+
ε)时,特征值的形式如下

λ1=-α2(p),λ2=w(p)+iv(p),λ3=w(p)-iv(p)

将λ2 带入特征方程(8)中,对p 求导,分离实部和虚部,得到

Z1(p)
dw(p)
dp -Z2(p)

dv(p)
dp +Z3(p)=0

Z2(p)
dw(p)
dp +Z1(p)

dv(p)
dp +Z4(p)=0

其中

Z1(p)=3(w2(p)-v2(p))+2α2(p)w(p)+α1(p)

Z2(p)=6w(p)v(p)+2α2(p)v(p)

Z3(p)=α'2(p)(w2(p)-v2(p))+α'1(p)w(p)+α'0(p)

Z4(p)=2α'2(p)w(p)v(p)+α'1(p)v(p)

则有

dw(p)
dp p=p1

=
α'0(p)-α2(p)α'1(p)-α'2(p)α1(p)

2α1(p)+2α22(p) p=p1
≠0

当p 穿过临界值p1 时,Hopf分支发生.
通过变换
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我们得到
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其中Mmns,Nmns 和Lmns 是依赖于p,β,r,μ,μd 和k的系数.P* 的局部中心流形有以下形式

wl =h20u2
2+h11u2u3+h02u2

3

其中

h20=
2α1M002+(2α1-α22)M020+α2 α1M011

-α2(α22-4α1)

h11=
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α22-4α1
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-α2(α22-4α1)

模型限制在中心流形
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上,其中

K12=h02N110+h11N101+N012     E12=h02L110+h11L101+L012

K21=h20N101+h11N110+N021     E21=h20L101+h11L110+L021

K30=h20N110+N030         E30=h20L110+L030

K03=h02N101+N003         E03=h02L101+L003

Lyapunov第一系数可以表示为

l1=
1
8
(3N030+3h20N110+3L003+3h02L101+h02N110+h11N101+N012+h20L101+h11L110+L021)+

1
8 α1

(N011N020+N011N002-L011L020-L011L002+2N002L002-2N020L020)

基于上述分析,我们有以下定理:

定理2 对于模型(1),如果l1<0(>0),那么Hopf分支是超临界的(亚临界的),如果l1=0,那么

Hopf分支是退化的.

2.2 尖点分支

对于正平衡点P*=(S*,E*,I*)的特征方程(8)式,如果α1=0且α0=0,则特征值为λ1,2=0,λ3=

-α2,模型(1)可能发生一个余维2的B-T分支.特征值λ1,2=0对应的特征向量和广义特征向量为U1=
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,λ3= -α2对应的特征向量为U3=
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.令(x,y,z)=

(S-S*,E-E*,I-I*),将模型(1)在原点泰勒展开成(7)式,通过变换

(X,Y,Z)T=G(n1,n2,n3)T (13)

其中G=(U1,U2,U3),模型变为
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其中
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 根据文献[11]的方法,模型(14)存在一个中心流形,可以局部表示为

Wc ={(n1,n2,n3)|n3=G(n1,n2),|n1|<ε1,|n2|<ε2,G(0,0)=0,DG(0,0)=0}

ε1 和ε2 足够小.考虑中心流形

n3=G(n1,n2)=s0n2
1+s1n1n2+s2n2

2+O(|n1,n2|3)

将中心流形带入模型(14)的第三式,得到

s0=-
C20
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限制在中心流形上的模型为
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通过变换

ξ1=n1-
1
2
(A11+B02)n2

1-A02n1n2+O(|n1,n2|3)

ξ2=n2+A20n2
1-B02n1n2+O(|n1,n2|3)

得到
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dξ1
dt =ξ2+O(|ξ1,ξ2|3)

dξ2
dt =B20ξ21+(2A20+B11)ξ1ξ2+O(|ξ1,ξ2|3)
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则有以下定理成立:

定理3 令R0=1,α1=0,B20 ≠0且B11+2A20 ≠0.则正平衡点P* 是一个余维2的尖点.

3 数值模拟

本节通过数值模拟,分析模型(1)的动力学性态.固定参数r=4,m=70,p=0.5,μ=0.95,k=0.05,

模型随着d的变化发生后向分支,R0<1时出现了一个Hopf点(图1).再选择p作为分支参数,固定参数

r=0.04,m=35,β=0.01,μ=0.07,μd =0.01,k=0.1,模型随着参数p 的变化出现两个Hopf点,从

第一个Hopf点出发到第二个Hopf点右侧出现一个稳定的极限环,然后变得不稳定,最后在第二个 Hopf
点消失(图2).选择p 和k作为分支参数,随着参数p 和k的变化模型会出现B-T分支点,CP分支点和退

化的Hopf分支点GH(图3).随着参数p和r的变化,模型在第二个Hopf分支点右侧出现中性鞍点(图4).

图1 后向分支 图2 Hopf分支

图3 B-T分支、尖点分支和退化的Hopf分支 图4 中性鞍点

4 结论

本文基于结核病传播的特点,考虑logistic出生和外源性再感染,建立一个反映结核病传播特点的动

力学模型.利用稳定性分析方法,首先确定了模型的基本再生数,分析了正平衡点的存在性;然后利用规范

型理论研究发现,模型(1)不仅出现余维1的跨临界、后向和 Hopf分支,还会出现余维2的尖点和 Hopf
分支(退化的 Hopf分支);最后通过数值模拟验证理论结果,分析给出周期解出现与消失的情况,并发现

模型会出现B-T分支.这些复杂的动力学性态说明:当基本再生数R0<1时,外源性感染也可能导致地方
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病存在;周期解的存在意味着即使疾病处在低水平也不能说明疾病会逐渐消亡,这给疾病防控措施的制定

带来很多困难.
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