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一类特殊的亚交换群①
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摘要:令有限群G=P×|Q,其中P 是初等交换p 群,Q 是交换q 群.若Q 忠实互素地作用在P 上,则存在Q 的

任意直因子阶数的轨道长,即若 Q≅Cqα1 ×…×Cqαs ,则对任意k=1,…,s,均存在nk∈P,使得|CQ(nk)|=

qαi1 +…+αik ,其中i1,…,is 是1,…,s的重排,k=1,…,s.
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Abstract:LetfinitegroupG=P×|Q,wherePisanelementaryabelianp-groupandQisanabelianq-

group.SupposeQactsfaithfullyandcoprimelyonP,thenthereexistsarbitraryorbitsizesthatequalto

theorderoffactorsofQ,i.e,ifQ≅Cq
α1 ×…×Cq

αs ,thenthereexistssomenk∈Psuchthat|CQ(nk)|=

qαi1 +…+αik wherei1,…,isistherearrangeof1,…,s,andk=1,…,s.
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本文所提及的群皆为有限群,符号都是标准的,可参见文献[1-2].在有限群理论中,常利用图和群的作

用去研究群的性质和结构[3-4].其中群在群上的作用具有基本的重要性,许多群论专家都从事过相关研究,并

得到了大量关于群的可解性[5-6]、幂零性[7-8]、Fitting高[9-10]以及轨道长[11-12]的研究成果.关于轨道长的相关

研究中有大量研究是关于大轨道的,即群G作用在群H 上,存在x∈H,使得|CG(x)|≤|G|
1
2.文献[13]

证明了:p 群G 忠实互素地作用在群H 上,则G 在H 上有一个大轨道.文献[14]改进了这一结果,证明

了:若G 是幂零群,则G 在H 上有一个大轨道;并且提出问题:若G 在H 上的作用忠实互素,是否总有大

轨道存在? 诸多学者在此基础上做了相关工作,直到近年,文献[15]证明了这一猜想的正确性.在大轨道
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研究的基础上,文献[16]证明了:交换群A 忠实互素地作用在可解群G 上,若轨道长都小于某整数b,则

|A|≤b8.由此我们可以看到轨道长与群的阶有密切联系.那么在一些有大轨道的特殊情况下,确定出其

他部分轨道长度,以及研究这些轨道长与群的阶之间有何联系也是有意义的课题.例如由置换同构定理,

可以知道这类群的一些不可约特征标的维数情况.本文主要研究了有限交换q 群忠实作用在初等交换p
群时,其可能存在的轨道长度.

引理1[2] 设π' 群H 作用在交换π 群G 上,A 是G 的H 不变子群,并且是G 的直因子,即存在

B ≤G 使得G=A×B,则必可找到G 的某个H 不变子群K 使得G=A×K.
引理2[2] 设群G 是Frobenius群,H 是它的F 补,则H 的任一Sylow子群或循环,或为广义四元

数群.
定理1 令有限群G=P×|Q,其中P 是初等交换p 群,Q 是交换q 群,设Q ≅Cqα1 ×…×Cqαs ,

若Q 忠实互素地作用在P 上,则对任意k=1,…,s,均存在nk ∈P,使得|CQ(nk)|=qαi1+…+αik ,其中

i1,…,is 是1,…,s的重排.
证  当s=1时,结论显然成立,现在假定s≥2.
设M◁_P 是满足CQ(M)=1的极小阶Q 不变子群.注意到M 最大可取到P.由

Q ≅Cqα1 ×…×Cqαs

则存在<a1>≤Q,o(a1)=qα1,使得<a1>在Q 中有补,故可设Q=<a1>×Q0,其中Q0 是<a1>在Q 中的

补.设M1 ≤M 是满足C<a
1
>(M1)=1的极小Q 不变子群.

下面证明Q=Q/CQ(M1)循环.

考虑Q作用在M1上,则该作用忠实互素,并且M1是极小Q 不变子群.否则,由引理1,M1=K1×K2,

其中Ki 是Q 不变子群(i=1,2).再由M1 的极小性可得

C<a1
>(Ki)≠1   i=1,2

因为循环群的m 阶子群唯一,其中m 是群阶的因子,故有

C<a1
>(K1)∩C<a1

>(K2)≠1

即C<a1
>(M1)≠1,矛盾.于是M1 是M1×|Q 的极小正规子群.并且由CQ(M1)=1知M1 是M1×|Q 的唯

一极小正规子群.
任取1≠x ∈Q,考虑<x>在交换群M1 上的互素作用.若CM1

(<x>)≠1,则

Z(M1×|<x>)≠1
但由M1 的唯一极小性知

M1 ≤Z(M1×|<x>)

这与1≠x ∈Q=Q/CQ(M1)矛盾,于是

CM1
(<x>)=Z(M1×|<x>)=1   ∀x ∈Q,x ≠1

因此交换群Q 作用在M1 是Frobenius作用,故由引理2知,Q 为循环群.
由于

a1=a1CQ(M1)∈Q
故Q=<a1,CQ(M1)>.又由

<a1>∩ <CQ(M1)>=1
则可得

Q=<a1>×CQ(M1)
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记Q1=CQ(M1).若Q≠<a1>×Q1,由Q=<a1>×Q0 可知Q/Q1 不是循环群.而Q/Q1 忠实不可约地作

用在M1 上,类似前面的讨论可得Q/Q1 是循环群,矛盾.故Q=<a1>×Q1.
设T1 ≤M 使得

M =M1×T1   TQ
1 =T1

于是T1 ≠1.否则,我们有CQ(M)=CQ(M1)≠1,矛盾.又由CQ(M)=1可得CQ1
(T1)=1.此外,T1 是

满足CQ1
(T1)=1的极小Q 不变子群.否则,设T2 <T1 使得CQ1

(T2)=1.考虑群 M1×T2.任取x∈

CQ(M1×T2),设x=x1x2,其中x1∈<a1>,x2∈Q1,任取y∈M1,则有yx =yx1 =y.由C<a1
>(M1)=1

知x1=1,于是x=x2.任取z∈T2,则有zx2 =z.于是x2 ∈CQ1
(T2)=1,因此CQ(M1×T2)=1,与M

是满足CQ(M)=1的极小阶Q 不变子群矛盾.
由归纳法,则有

Q=<a1>×<a2>×…×<as>

其中

o(ai)=qai   i=1,…,s

M =M1×M2×…×Ms

Mi 是满足C<ai>
(Mi)=1的极小Q 不变子群,i=1,…,s,并且有

CQ(M1)=<a2>×<a3>×…×<as>

CQ(M1)∩CQ(M2)=<a3>×…×<as>

︙

CQ(M1)∩CQ(M2)∩ … ∩CQ(Ms-1)=<as>

 最后将证明

M ×|Q=(Ms ×|<as>)×(Ms-1×|<as-1>)×…×(M1×|<a1>) (1)

下面对s进行归纳.设对任意1≤t≤s-1都有(1)式这样的分解,下证当t=s时,也有该分解.考虑

Q/CQ(Ms),与证明Q 循环同理,可得Q/CQ(Ms)是循环群.因为asCQ(Ms)∈Q/CQ(Ms),类似地可得

Q=<as>×CQ(Ms).记

Ns-1=M1×M2×…×Ms-1

则M =Ms ×Ns-1.因为

CQ(M1)∩CQ(M2)∩ … ∩CQ(Ms-1)=<as>

于是CQ(Ns-1)=<as>.记Qs =CQ(Ms),则

M ×|Q=(Ms ×|<as>)×(Ns-1×|Qs)

由归纳法有

Ns-1×|Qs =(Ms-1×|<as-1>)×(Ms-2×|<as-2>)×…×(M1×|<a1>)

于是

M ×|Q=(Ms ×|<as>)×(Ms-1×|<as-1>)×…×(M1×|<a1>)

 取nk =xik+1
…xis

,1≠xij ∈Mij
,则|CQ(nk)|=qαi1+…+αik ,其中i1,…,is 是1,…,s的重排.

设Irr(G)是有限群G 的所有不可约特征标构成的集合.由文献[1]的定理13.24,可得下面推论:

推论1 令有限群G=P×|Q,其中P 是初等交换p 群,Q 是交换q 群,设Q ≅Cqα1 ×…×Cqαs
,

若Q 忠实互素地作用在P 上,则对任意k=1,…,s,均存在nk∈P,使得qαi1+…+αik ∈cd(G),其中i1,…,is

是1,…,s的重排,cd(G)={χ(1):χ∈Irr(G)}.
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