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半群A*
kTn 的秩和3次方幂等元秩①
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摘要:设自然数n≥3,Tn 和Sn 是有限链Xn 上的全变换半群和对称群.对任意满足1≤k≤n 的正整数k,令A*
k

表示Xn 上的k 局部交错群,再令A*
kTn=A*

k ∪(Tn\Sn).易证A*
kTn 是全变换半群Tn 的子半群.通过分析半群

A*
kTn 的格林关系和3次方幂等元,获得了半群A*

kTn 的极小生成集和3次方幂等元极小生成集.进一步,确定了

半群A*
kTn 的秩和3次方幂等元秩.
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Abstract:LetTnandSnbefulltransformationsemigroupandsymmetrygrouponafinitechainXnifnatural
numbern≥3,respectively.LetA*

k bethek-locallyalternatinggrouponXnandletA*
kTn=A*

k ∪(Tn\Sn)iffor
anarbitraryintegerksuchthat1≤k≤n.ItiseasytoprovethatA*

kTnissubsemigroupoffulltransforma-
tionsemigroupTn.ByanalyzingtheGreensrelationandthecubicidempotentofthesemigroupA*

kTn,

theminimalgeneratingsetandtheminimalgeneratingsetofcubicidempotentbeobtained,respectively.
Further,therankandthecubicidempotentrankofthesemigroupA*

kTnbedefinite,respectively.
Keywords:transformationsemigroup;k-locallyalternatinggroup;cubicidempotent;minimalgenerating

set;rank

设S 是半群,A 是S 的非空子集且a,e∈S.若对任意的s∈S,存在a1,a2,…,am ∈A,使得s=
a1a2…am,则A 是半群S 的生成集,记S=<A>.若对半群S 的任意生成集B 都有|A|≤|B|,则A 为

半群S 的极小生成集.通常半群S 的秩定义为

rankS=min{|A|:A ⊆S,<A>=S}
其中|A|为A 的基数.

若e2=e,则e为半群S的幂等元,半群S中所有幂等元之集记为E(S).类似地,A 中所有的幂等元之

集记为E(A).
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若(a3)2=a3 且a3 ≠a,则a为半群S 的3次方幂等元,所有3次方幂等元之集用E3(S)表示.类似

地,A 中所有3次方幂等元之集记为E3(A).
若A ⊆E3(A),且对任意s∈S,存在b1,b2,…,bm ∈A 使得s=b1b2…bt,则A 为半群S 的3次方

幂等元生成集.令M 是半群S 的任意3次方幂等元生成集且|A|≤|M|,则A 为半群S 的3次方幂等元

极小生成集.进而|A|为半群S 的3次方幂等元秩,记为

rank3(S)=min{|A|:A ⊆E3(S),<A>=S}

 设Xn={1,2,…,n}并赋予自然序,Tn 和Sn 分别是Xn 上的全变换半群和对称群,记Singn=Tn\Sn,
则Singn 是Tn 的子半群且Singn 为奇异变换半群.记

A*
k ={α∈An:∀x∈ {k+1,k+2,…,n},xα=x}

则A*
k 为Xn 上的k 局部交错群,令A*

kTn =A*
k ∪(Tn\Sn),易见A*

kTn 是半群Tn 的子半群.当k为偶

数时,gk =(12…(k-1));当k为奇数时,gk =(12…k).则gk ∈A*
k .设α∈A*

kTn,用im(α)表示α的

象集,ker(α)表示Xn 上的如下等价关系:

ker(α)={(x,y)∈ [n]×[n]:xα=yα}
对任意的t∈im(α),tα-1 表示t的原象集且|tα-1|≥1.半群A*

kTn 的标准表示为

α=
A1 A2 … Ar-1 Ar

a1 a2 … ar-1 ar

æ

è
ç

ö

ø
÷

 为叙述方便,引用Green 等价关系.在半群A*
kTn 中,L,R,J,H,D 有如下刻画:对任意的α,β∈

A*
kTn,(α,β)∈L 当且仅当im(α)=im(β);(α,β)∈R 当且仅当ker(α)=ker(β);(α,β)∈J 当且仅

当|im(α)|=|im(β)|.易见D=J,H =L ∩R,L ⊆J,R ⊆J.记

Dr ={α∈A*
kTn:|im(α)|=r}   1≤r≤n

显然

A*
kTn =Dn ∪Dn-1 ∪ … ∪D1

注意Dn =A*
k ,且Dn-1 中有n 个L 类和C2

n 个R 类.

用符号ζi
j =

i
j
æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示Dn-1 中满足下列条件的幂等元:

iζi
j =j,xζi

j =x   ∀x∈Xn\{i}
其中1≤i,j≤n 且i≠j,即

ζi
j =

i
j
æ

è
ç

ö

ø
÷=
1 2 … {i,j} … n
1 2 … j … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

 设n≥3,3≤k≤n,记

E* ={ζi
j:1≤i,j≤k,i≠j}

EΔ={ζ1i,ζi
1:1≤i≤k}

EÑ ={ζi
j,ζj

i:1≤i≤k,k+1≤j≤n}

E*
Ñ ={ζi

1,ζ1i:k+1≤i≤n}

E*
Δ ={ζi

j:k+1≤i,j≤n,i≠j}

E◇ ={ζi
j:k+1≤i,j≤n,i≤j}

 令E(Dn-1)为Dn-1 中所有幂等元之集,于是有

E(Dn-1)=E*∪EÑ ∪E*
Δ

且E*,EÑ,E*
Δ 两两相交为空集.对任意i,j,q∈Xn,做如下定义:

R(i,j)={α∈Dn-1:iα=jα}

Lq ={α∈Dn-1:im(α)=Xn\{q}}

Hq
(i,j)=R(i,j)∩Lq

 注 Hq
(i,j)是群当且仅当q∈{i,j}.为方便起见,凡是整数的加法运算,均是在模k的剩余类环中进
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行的.例如ζk+i
j =ζi

j,ζj
k+i=ζj

i 等.
对于有限半群秩的研究一直以来都是半群代数理论研究的热点之一,并且已取得许多成果[1-16].文献

[1]研究了半群TOPn(k)的格林(星)关系及富足性.文献[2]得到了奇异变换半群Singn 的秩及幂等元秩

都为n(n-1)
2 .文献[3]证明了半群ASn 的秩为3.文献[5]证明了奇异变换半群的理想T(n,r)的秩和幂等

元秩都为第二类Stirling数S(n,r).文献[6]给定了半群PD(n,r)的秩及相关秩.文献[7]验证了半群

CSn 的秩为 n
2

é

ë
êê

ù

û
úú+1.文献[9]确定了半群OSn 的秩为Cr

n n≥4,1≤r≤
n+1
2

é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ .文献[10]确定了半

群CIn 的秩为2或3.文献[11]获得了半群H *
(n,m)(r)的秩为pr-m(n-m)+2(2≤m <r≤n-1).文献

[15]中第一章的习题7给出了半群Tn 的秩为3.
本文在文献[1-16]的基础上考虑半群A*

kTn 的秩和3次方幂等元秩,并证明了如下主要结果:

定理1 设n≥3,3≤k≤n,则半群A*
kTn =<{gk,(12k),ζ

1
2}∪E*

Ñ ∪E◇>.

定理2 设n≥3,3≤k≤n,则rankA*
kTn =3+n-k+

(n-k)(n-k-1)
2 .

定理3 设n≥5,3≤k≤n,则半群A*
kTn =<E3(A*

kTn)>=<W ∪ {δ12}∪Π*Ñ ∪Π◇>.

定理4 设n≥5,3≤k≤n,则rank3(A*
kTn)=

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+n-k+

(n-k)(n-k-1)
2 +1.

本文未定义的符号及术语参见文献[12-16].

1 半群A*
kTn 的秩

为完成定理1和定理2的证明,先给出以下若干引理:
引理1[2] 当n≥3时,Singn =<E(Dn-1)>.
引理2[3] 设k≥3,{(12k),gk}是A*

k 的极小生成集,且A*
k =<{(12k),gk}>.

引理3[4] A*
k 是{1,2,…,n}上的k 局部交错群,当k≥3时,A*

k 可由k-2个3 轮换(123),
(234),…,((k-2)(k-1)k)生成.

引理4[5] 当1≤r≤n-2时,Dr ⊆Dr+1·Dr+1.
引理5 设n≥3,3≤k≤n,则E* ⊆ <{gk,(12k),ζ

1
2}>.

证  当k为奇数时,对任意的2≤d≤
k
2

é

ë
êê

ù

û
úú ,1≤j≤k,有ζ

1
2 ∈EΔ.易证

g1-j
k ζ

1
2gj-1

k =
1 2 … k k+1 … n
2 3 … 1 k+1 … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-j 1
2
æ

è
ç

ö

ø
÷
1 2 … k k+1 … n
2 3 … 1 k+1 … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

j-1

=
j

j+1
æ

è
ç

ö

ø
÷=ζ

j
j+1

(j(j+1)(j+d))g1-jk ζ
1
2gj-1

k (j(j+d)(j+1))= (j(j+1)(j+d))
j

j+1
æ

è
ç

ö

ø
÷(j(j+d)(j+1))=

j+d
j

æ

è
ç

ö

ø
÷=ζ

j+d
j

由于(j(j+1)(j+d)),(j(j+d)(j+1))∈A*
k =<{gk,(12k)}>,再由d,j的取值范围和E* 的定义可

得ζ
1
2 ∈EΔ,ζj+d

j ∈E*,进而有ζj+d
j ∈ <{gk,(12k),ζ

1
2}>.

当k为偶数时,对任意的2≤i≤k-1,ζ
1
i ∈EΔ,ζ

i
1 ∈EΔ,易验证

ζ
i
k =(i1k)

1
i
æ

è
ç

ö

ø
÷(1ik)   ζ

k
i =(i1k)

i
1
æ

è
ç

ö

ø
÷(1ik)

由于(i1k),(1ik)∈A*
k =<{gk,(12k)}>,ζ

i
k,ζ

k
i ∈E*,又因ζ

1
k,ζ

k
1 ∈EΔ,则

g-i
kζ

1
kgi

k =
1 2 … k-1 k … n
2 3 … 1 k … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

-i 1
k
æ

è
ç

ö

ø
÷
1 2 … k-1 k … n
2 3 … 1 k … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

=
i+1
k

æ

è
ç

ö

ø
÷=ζ

i+1
k

g-i
kζ

k
1gi

k =
1 2 … k-1 k … n
2 3 … 1 k … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

-i k
1
æ

è
ç

ö

ø
÷
1 2 … k-1 k … n
2 3 … 1 k … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

=
k

i+1
æ

è
ç

ö

ø
÷=ζ

k
i+1

则ζ
i+1
k ,ζ

k
i+1 ∈E*.同理可证,对任意的2≤d ≤

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú ,1≤j≤k,有ζ

1
2 ∈EΔ,ζ

j+d
j ∈E*,从而有
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ζ
j+d
j ∈E* ⊆ <{gk,(12k),ζ

1
2}>.因此E* ⊆ <{gk,(12k),ζ

1
2}>.

引理6 设n≥3,3≤k≤n.当k为奇数时,EÑ ⊆<{gk}∪E*
Ñ>;当k为偶数时,EÑ ⊆<{gk,(12k)}∪E*

Ñ>.
证  当k为奇数时,对任意的k+1≤s,t≤n 且s≠t,1≤j≤k,有ζ

1
s,ζ

t
1 ∈E*

Ñ .易证

g1-j
k ζ

1
sgj-1

k =
1 2 … k k+1 … n
2 3 … 1 k+1 … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-j 1
s
æ

è
ç

ö

ø
÷
1 2 … k k+1 … n
2 3 … 1 k+1 … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

j-1

=
j+1
s

æ

è
ç

ö

ø
÷=ζ

j+1
s

g1-j
k ζ

t
1gj-1

k =
1 2 … k k+1 … n
2 3 … 1 k+1 … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-j t
1
æ

è
ç

ö

ø
÷
1 2 … k k+1 … n
2 3 … 1 k+1 … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

j-1

=
t

j+1
æ

è
ç

ö

ø
÷=ζ

t
j+1

由s,t的取值范围和E*
Ñ 的定义可得ζ

1
s,ζ

t
1 ∈E*

Ñ ,ζ
j+1
s ,ζ

t
j+1 ∈EÑ .又由文献[15]的命题2.3.7知,存在

αt
p,j+1∈R(p,j+1)且αt

p,j+1∈Lt,使得ζj+1
p =(αt

p,j+1ζ
j+1
s )q(k+1≤p,s,t≤n且p≠t≠s).同理可得ζp

j+1=
(ζs

j+1αt
p,j+1)q.进而有ζj+1

p ,ζp
j+1 ∈EÑ,则EÑ ⊆ <{gk}∪E*

Ñ >.
当k为偶数时,对任意k+1≤s,t≤n 且t≠s,1≤j≤k,有ζ

1
s,ζ

t
1 ∈E*

Ñ .易证

g1-j
k ζ

1
sgj-1

k =
1 2 … k-1 k … n
2 3 … 1 k … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-j 1
s
æ

è
ç

ö

ø
÷
1 2 … k-1 k … n
2 3 … 1 k … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

j-1

=
j+1
s

æ

è
ç

ö

ø
÷=ζ

j+1
s

g1-j
k ζ

t
1gj-1

k =
1 2 … k-1 k … n
2 3 … 1 k … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-j t
1
æ

è
ç

ö

ø
÷
1 2 … k-1 k … n
2 3 … 1 k … n
æ

è
ç

ö

ø
÷

j-1

=
t

j+1
æ

è
ç

ö

ø
÷=ζ

t
j+1

ζ
s
t =(1t2)g-2

kζ
s
1g2

k(12t)=(1t2)ζ
s
2(12t)

ζ
t
s =(1s2)g-2

kζ
t
1g2

k(12s)=(1s2)ζ
t
2(12s)

由s,t的取值范围和E*
Ñ 的定义可得ζ

1
s,ζ

t
1∈E*

Ñ ,ζ
j+1
s ,ζt

j+1∈EÑ,且(1t2),(12t),(1s2),(12s)∈A*
k = <{gk,

(12k)}>.同理可证ζj+1
p ,ζp

j+1,ζ
s
t,ζ

t
s∈EÑ,从而有ζj+1

p ,ζp
j+1,ζ

s
t,ζ

t
s∈<{gk,(12k)}∪E*

Ñ >,则EÑ ⊆<{gk,
(12k)}∪E*

Ñ >.
引理7 设n≥3,3≤k≤n,在Dn-1上引入关系~:α~β当且仅当存在g1,g2∈A*

k 使得α=g1βg2.
~ 为Dn-1 上的等价关系.

证  易验证,~ 是Dn-1 上的等价关系.对任意α∈Dn-1,记

[α]={β∈Dn-1:β~α}   D
~

n-1={[α]:α∈Dn-1}

则D
~

n-1 是 ~ 在Dn-1 上所决定的一个分类,[α]是α 所在的等价类.
引理8[8] 设k+1≤i,j≤n 且i≠j,则[ζi

1]∩ [ζj
1]=∅.

引理9[12-13] 设k+1≤s≤n,G 是半群A*
kTn 的生成集,则G∩A*

k ≠ ∅,G∩[ζs
1]≠ ∅,G∩

[ζ1
s]≠ ∅.

证  显然G∩A*
k ≠∅.由G 是半群A*

kTn 的生成集及[ζs
1]∈A*

kTn 可知,存在α1,α2,…,αt∈G,
使得ζs

1=α1α2…αt.由|im(ζs
1)|=n-1可得

|im(αj)|≥n-1   |im(αp)|≥n-1   1≤j,p≤t
从而α1,α2,…,αt ∈Dn-1 ∪A*

k .再由|im(ζs
1)|=n-1可知,存在i∈ {1,2,…,t}使得|im(αi)|=

n-1.注意到,若|im(αj)|=n 或|im(αp)|=n,则αj,αq ∈A*
k ,αj =ghj

3 ,αq =ghq
4 .令

f=min{i:|im(αi)|=n-1,1≤i≤t}
于是|im(α1)|=n,…,|im(αf-1)|=n,|im(αf+1)|=n,…,|im(αk-1)|=n且α1=gh1

3 ,…,αf-1=ghf-1
3 ,

αf+1=ghf+1
4 ,…,αk-1=ghk-1

4 ,1≤h1,…,hf-1,hf+1,…,hk-1 ≤k.从而

ζs
1=α1α2…αf-1αfαf+1…αk-1αk…αt=gl

3αfgp
4αk…αt

l=h1+…+hf-1   p=hf+1+…+hk-1

令g1=gl
3,g2=gp

4,则ζs
1=g1αfg2αk…αt.因为

|im(g1αfg2)|=|im(αf)|=n-1
设g1αfg2 的唯一非单点核类为{x,y},则xg1αfg2=yg1αfg2.于是

xg1αfg2αk…αt=yg1αfg2αk…αt

44 西南师范大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn    第47卷



即xζs
1=yζs

1.从而{x,y}是g1αfg2的非单点核类.再由{1,s}是g1αfg2的唯一非单点核类可知{x,y}=
{1,s},即ζs

1 ~αf.因此G ∩ [ζs
1]≠ ∅.同理可证G ∩ [ζ1

s]≠ ∅.
引理10 设n≥3,3≤k≤n,则rankE* =3.
证  由引理5知,E* ⊆ <{gk,(12k),ζ

1
2}>,则rankE* =3.

引理11 在E*
Δ 中,有E*

Δ ⊆ <E◇>,且rankE*
Δ =

(n-k)(n-k-1)
2 .

证  据文献[2]的定理1可知,E◇ 是E*
Δ 的一个极小生成集,又由元素gk 的结构及E◇ 中i,j的取

值范围,对任意的ζi
j,ζl

m ∈E◇(i≠j或者l≠m),由引理8可得[ζi
j]∩[ζl

m]=∅,因此有E*
Δ ⊆<E◇>

且rankE*
Δ =

(n-k)(n-k-1)
2 .

引理12 设n≥3,3≤k≤n,当k为奇数时,rankEÑ =n-k+1;当k为偶数时,rankEÑ =n-
k+2.

证  由引理6知,当k为奇数时,EÑ ⊆<{gk}∪E*
Ñ >且rankEÑ =n-k+1;当k为偶数时,EÑ ⊆

<{gk,(12k)}∪E*
Ñ >且rankEÑ =n-k+2.

定理1的证明  因为

A*
kTn =A*

k ∪ (Tn\Sn)=A*
k ∪Singn

A*
k =<{gk,(12k)}>

再由引理1知Singn =<E(Dn-1)>.又因

E(Dn-1)=E* ∪EÑ ∪E*
Δ

且E*,EÑ,E*
Δ 两两相交为空集,由引理5及引理10知E* ⊆<{gk,(12k),ζ

1
2}>.由引理11知E*

Δ ⊆<E◇>.
由引理6及引理12知,当k为奇数时,EÑ ⊆<{gk}∪E*

Ñ >;当k为偶数时,EÑ ⊆<{gk,(12k)}∪E*
Ñ >.

由文献[15]知

E(Dn-1)=<{gk,(12k),ζ
1
2}∪E*

Ñ ∪E◇>
则

A*
kTn =<{gk,(12k),ζ

1
2}∪E*

Ñ ∪E◇>

 定理2的证明  由定理1知

A*
kTn =<{gk,(12k),ζ

1
2}∪E*

Ñ ∪E◇>

由引理10知rankE* =3.由引理11知rankE*
Δ =

(n-k)(n-k-1)
2 .由引理12知当k 为奇数时,

rankEÑ =n-k+1;当k为偶数时,rankEÑ =n-k+2.则

rankA*
kTn ≤3+n-k+

(n-k)(n-k-1)
2

反之,由于半群A*
kTn 的任意生成集必含有A*

k 和Singn 中的元素,再由引理8和引理9知,若G 是半群

A*
kTn 的生成集,则有

G ∩A*
k ≠ ∅   G ∩E*

Ñ ≠ ∅   G ∩E◇ ≠ ∅
显然

rankA*
kTn ≥3+n-k+

(n-k)(n-k-1)
2

因此

rankA*
kTn =3+n-k+

(n-k)(n-k-1)
2

 特别地,当n=k=1时,半群A*
1T1=A*

1 且rankA*
1T1=1;当n=2,k=1或k=2时,半群

A*
kTn =A*

k ∪Dn-1 且rankA*
kTn =3;当n =3,k=1或k=2时,半群 A*

kTn =A*
k ∪ Dn-1 且

rankA*
kTn =7.
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2 半群A*
kTn 的3次方幂等元秩

设δ∈Dn-1,且δ的唯一非单点核类为(i,j),其中i,j∈Xn,则Dn-1 中3次方幂等元的形式如下:

δ{i→j}=
a1 a2 a3 … ap aq ar {i,j}

a2 a3 a1 … aq ar ap j
æ

è
ç

ö

ø
÷

δ{j→i}=
a1 a2 a3 … ap aq ar at{i,j}

a2 a3 a1 … aq ar ap i
æ

è
ç

ö

ø
÷

δ'{i→j}=
a1 a2 a3 … ap aq ar at {i,j}

a2 a3 a1 … aq ar ap at j
æ

è
ç

ö

ø
÷

δ'{j→i}=
a1 a2 a3 … ap aq ar at {i,j}

a2 a3 a1 … aq ar ap at i
æ

è
ç

ö

ø
÷

其中a1,a2,…,ap,aq,ar,at ∈Xn\{i,j}.记δ{i→j}=δi
j,δ{j→i}=δj

i.
设n≥5,3≤k≤n.记

∏* ={δi
j:1≤i,j≤k,i≠j}

∏Δ={δ
1
i,δi

1:2≤i≤k}

∏Ñ ={δi
j,δj

i:k+1≤i≤n,1≤j≤k}

∏
*

Ñ ={δi
1,δ1i:k+1≤i≤n}

∏
*

Δ ={δi
j:k+1≤i,j≤n,i≠j}

∏◇ ={δi
j:k+1≤i,j≤n,i<j}

 E3(Dn-1)为Dn-1 中所有3次方幂等元构成的集合,E3(Dn-1)=∏* ∪∏Ñ ∪∏
*

Ñ
,且∏*

,∏Ñ
,

∏
*

Δ
两两相交为空集.易验证,对任意的δ∈E3(Dn-1),有δ∈R(i,j)∩Li =Hi

(i,j)或者δ∈R(i,j)∩

Lj =Hj
(i,j).

为完成定理3及定理4的证明,先给出以下若干引理:
引理13[4] 当k为奇数时,记W={(123),(345),…,((k-4)(k-3)(k-2)),((k-2)(k-1)k)};

当k为偶数时,记 W ={(123),(345),…,((k -5)(k -4)(k -3)),((k -3)(k -2)(k -1)),

((k-2)(k-1)k)}.则A*
k =<W>且rankA*

k =
k
2

é

ë
êê

ù

û
úú ,即W 为A*

k 的极小生成元.

证  由引理3和文献[4]可知,在引理13中从左到右每相邻3个元舍去中间一个,剩下的元所生成之

集W 是A*
k 的极小生成元.

引理14 设n≥5,3≤k≤n,则∏* ⊆ <W ∪ {δ1
2}>.

证  当k为奇数时,取i∈ {1,2,…,k},j∈ {1,2,…,k-1},则δ1
2 ∈∏Δ.令

g=(123)(345)…((k-4)(k-3)(k-2))((k-2)(k-1)k)=
(12…(k-5)(k-3)(k-1)k(k-2)(k-4)…53)=
1 2 3 … k-3 k-2 k-1 k
2 4 1 … k-1 k-4 k k-2
æ

è
ç

ö

ø
÷

易验证,当1≤j<
k
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,

g-jδ12gj =g-j 1 2 3 4 5 … n-2 n-1 n
2 2 4 5 3 … n-1 n n-2
æ

è
ç

ö

ø
÷gj =

2j
2j+2
æ

è
ç

ö

ø
÷

当j=
k
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,
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g-jδ12gj =g-j 1 2 3 4 5 … n-2 n-1 n
2 2 4 5 3 … n-1 n n-2
æ

è
ç

ö

ø
÷gj =

2j
2j+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

特别地,当 k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+1≤j≤k-3时,

g- k
2[ ] +1( )δ12g

k
2[ ] +1( ) =g- k

2[ ] +1( ) 1 2 3 4 5 … n-2 n-1 n
2 2 4 5 3 … n-1 n n-2
æ

è
ç

ö

ø
÷g

k
2[ ] +1( ) =

k-1
k-3
æ

è
ç

ö

ø
÷

g- k
2[ ] +2( )δ12g

k
2[ ] +2( ) =g- k

2[ ] +2( ) 1 2 3 4 5 … n-2 n-1 n
2 2 4 5 3 … n-1 n n-2
æ

è
ç

ö

ø
÷g

k
2[ ] +2( ) =

k-3
k-5
æ

è
ç

ö

ø
÷

︙

g4-kδ12gk-4=
5
3
æ

è
ç

ö

ø
÷    g3-kδ12gk-3=

3
1
æ

è
ç

ö

ø
÷

(132)δ12(123)=δ23   (132)2δ12(123)2=δ31
(354)δ34(345)=δ45   (354)2δ34(345)2=δ53

︙
((k-5)(k-3)(k-4))δk-5

k-4((k-5)(k-4)(k-3))=δk-4
k-3

((k-5)(k-3)(k-4))2δk-5
k-4((k-5)(k-4)(k-3))2=δk-3

k-5

((k-3)(k-1)(k-2))δk-3
k-2((k-3)(k-2)(k-1))=δk-2

k-1

((k-3)(k-1)(k-2))2δk-3
k-2((k-3)(k-2)(k-1))2=δk-1

k-3

((k-2)k(k-1))δk-2
k-1((k-2)(k-1)k)=δk-1

k

((k-2)k(k-1))2δk-2
k-1((k-2)(k-1)k)2=δk

k-2

由i,j的取值范围及∏*
,∏Ñ

的定义可知,δ2j2j+2,δ2j2j-1,…,δk-1
k-3,δk-3

k-5,δk
k-2∈∏*

,从而δ2j2j+2,δ2j2j-1,…,δk-1
k-3,

δk-3
k-5,δk

k-2 ∈∏* ⊆ <W ∪ {δ1
2}>.

引理15 设n≥5,3≤k≤n,则∏Ñ ⊆ <W ∪∏
*

Ñ
>.

证  当k为奇数时,任取i∈{k+1,k+2,…,n},j∈{1,2,…,k-1},则δi
1∈∏

*

Ñ
,δ1

i∈∏
*

Ñ
.

易验证,当1≤j≤
k
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时,

g-jδi
1gj =g-j 1 2 3 4 … i … n-2 n-1 n

1 3 4 2 … 1 … n-1 n n-2
æ

è
ç

ö

ø
÷gj =

i
2j
æ

è
ç

ö

ø
÷

当 k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+1≤j≤k-1时,

g-jδi
1gj =g-j 1 2 3 4 … i … n-2 n-1 n

1 3 4 2 … 1 … n-1 n n-2
æ

è
ç

ö

ø
÷gj =

i
2j-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

由i,j的取值范围及∏Ñ
,∏

*

Ñ
的定义可知,δi

1∈∏
*

Ñ
,δi

2j-1,δi
2j∈∏Ñ

,从而δi
2j-1,δi

2j∈∏Ñ ⊆W∪∏
*

Ñ
,

由引理6同理可得δ2j-1
i ,δ2j

i ∈∏Ñ ⊆W ∪∏
*

Ñ
,则∏Ñ ⊆ <W ∪∏

*

Ñ
>.

当k为偶数时,任取i∈ {k+1,k+2,…,n},j∈ {1,2,…,k-1},则δi
1∈∏

*

Ñ
,δ1

i ∈∏
*

Ñ
.

令

g=(123)(345)…((k-5)(k-4)(k-3))((k-3)(k-2)(k-1))((k-2)(k-1)k)=
(124…(k-6)(k-4)(k-1)(k-3)…753)((k-2)k)

再令g* =(124…(k-6)(k-4)(k-1)(k-3)…753).易验证,当1≤j≤
k-1
2

é

ë
êê

ù

û
úú-1时,

g-j
*δi

1gj
* =g-j

*

1 2 3 4 … i … n-2 n-1 n
1 3 4 2 … 1 … n-1 n n-2
æ

è
ç

ö

ø
÷gj

* =
i
2j
æ

è
ç

ö

ø
÷
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当 k-1
2

é

ë
êê

ù

û
úú ≤j≤k-3时,

g-j
*δi

1gj
* =g-j

*

1 2 3 4 … i … n-2 n-1 n
1 3 4 2 … 1 … n-1 n n-2
æ

è
ç

ö

ø
÷gj

* =
i

2j+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

对任意的j∈ {k-2,k-1,k},s∈ {1,2,3},有

((k-2)(k-1)k)-sδi
k-2((k-2)(k-1)k)s =δi

j

由i,j的取值范围及∏Ñ
,∏

*

Ñ
的定义可知,δi

1∈∏
*

Ñ
,δi

2j-1,δi
2j,δi

k-2,δi
j∈∏Ñ

,从而δi
2j-1,δi

2j,δi
k-2,δi

j∈

∏Ñ ⊆W ∪∏
*

Ñ
,由引理6同理可得δ2j-1i ,δ2ji ,δk-2

i ,δj
i ∈∏Ñ ⊆W ∪∏

*

Ñ
,则∏Ñ ⊆<W ∪∏

*

Ñ
>.

引理16 设n≥5,3≤k≤n,则rank3(∏*
)=

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+1.

证  根据引理13及引理14可知

A*
k =<W>   ∏* ⊆ <W ∪ {δ12}>

从而

rank3(∏*
)≤|W ∪ {δ12}|≤

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+1

又因为∏*
的任意生成集必包含δ1

2 及A*
k 中的元素,从而

rank3(∏*
)≥

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+1

因此,rank3(∏*
)=

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+1.

引理17 设n≥5,3≤k≤n,在∏
*

Δ
中,有∏

*

Δ ⊆ <∏◇
>,且

rank3(∏
*

Δ
)=
(n-k)(n-k-1)

2

 证 根据文献[2]的定理1可知,∏◇
是∏

*

Δ
的一个极小幂等元生成集,又由元素gk 的结构及∏◇

中i,j的取值范围,对任意的δi
j,δl

m ∈∏◇
(i≠j或者l≠m),由引理8类似地可得[δi

j]∩ [δl
m]=∅,

因此有∏
*

Δ ⊆ <∏◇
>,且rank3(∏

*

Δ
)=
(n-k)(n-k-1)

2 .

引理18 设n≥5,3≤k≤n,则rank3(∏Ñ
)=n-k+

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú .

证  由引理13及引理14知,∏Ñ ⊆ <W ∪∏
*

Ñ
>且rank3(∏Ñ

)=n-k+
k
2

é

ë
êê

ù

û
úú .

定理3的证明  因为

A*
kTn =A*

k ∪ (Tn\Sn)
由引理1知Singn =<E(Dn-1)>.由于Singn 中的3次方幂等元也在H 类中,则Singn =<E3(Dn-1)>.由引

理13及引理14知∏* ⊆<W ∪{δ1
2}>.由引理17知∏

*

Δ ⊆<∏◇
>.由引理13及引理15知∏Ñ ⊆<W ∪

∏
*

Ñ
>.再由文献[15]知

E3(A*
kTn)=<W ∪ {δ12}∪∏

*

Ñ ∪∏◇
>

则

A*
kTn =<W ∪ {δ12}∪∏

*

Ñ ∪∏◇
>

 定理4的证明  由定理3知

A*
kTn =<W ∪ {δ12}∪∏

*

Ñ ∪∏◇
>
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由引理16知rank3(∏*
)=

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú +1.由引理17知rank3(∏

*

Δ
)=

(n-k)(n-k-1)
2 .由引理18知

rank3(∏Ñ
)=n-k+

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú .则

rank3(A*
kTn)≤

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+n-k+1+

(n-k)(n-k-1)
2

反之,由于半群A*
kTn 的任意生成集必含有A*

k 和Singn 中的元素,再由引理8和引理9知,若G 是半群

A*
kTn 的生成集,则有

G ∩A*
k ≠ ∅   G ∩∏

*

Ñ ≠ ∅   G ∩∏◇ ≠ ∅

显然

rank3(A*
kTn)≥

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+n-k+1+

(n-k)(n-k-1)
2

因此

rank3(A*
kTn)=

k
2

é

ë
êê

ù

û
úú+n-k+1+

(n-k)(n-k-1)
2
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