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一类具有快速增权的非线性椭圆方程解的存在性①
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摘要:本文研究了全空间上的一类具有快速增权的非线性椭圆方程

- a+b∫R3
K(x)|Ñu|2dx( )div(K(x)Ñu)=K(x)f(x,u)   x∈R3

解的存在性问题.其中K(x)=exp|
x|2

4
为权函数;非线性项中的函数f(x,u)为连续函数,满足全局次临界条

件,且在原点处超线性,在无穷远处超四次增长.在局部AR条件下,证明了该类方程的泛函满足(C)c 条件且具有

山路几何结构,从而得到了方程非平凡解的存在性.而将局部AR条件替换为全局AR条件时,又得到了该方程基

态解(即该方程所有解中能量泛函值最小的解)的存在性.目前关于该方程还没有类似的结果.
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Abstract:Theexistenceproblemofsolutionsforaclassofnonlinearellipticequationshasbeenconsidered
inthepaperwithrapidlyincreasingweightsinthewholespace

- a+b∫R3
K(x)|Ñu|2dx( )div(K(x)Ñu)=K(x)f(x,u)   x∈R3

whereK(x)=exp
|x|2

4 istheweightfunction,thefunctionf(x,u)inthenonlineartermisacontinuous

functionandsatisfiestheglobalsubcritical,superlinearattheorigin,infinitesuper-quaternarygrowthin
thedistance.UnderlocalARconditions,ithasbeenprovedthatthefunctionalofthistypeofequationsat-
isfiesthe(C)cconditionsandhasamountainpassgeometry,sothattheexistenceofnon-trivialsolutions
totheequationisobtained.WhenthelocalARconditionisreplacedbytheglobalARcondition,theexist-
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enceofthegroundstatesolutionoftheequationisobtained,thatis,thesolutionwiththesmallestenergy
functionalvalueamongallthesolutionsoftheequation.Thereisnosimilarresultforthisequationatpres-
ent.
Keywords:variationalmethod;themountainpasstheorem;(C)ccondition;nontrivialsolution;ground

statesolution

考虑如下发展方程:

wt-Δw=|w|p-2w   (t,x)∈ (0,∞)×RN (1)

当寻找方程(1)的自相似解w(t,x)=t-
1

p-2u(t-
1
2x)时,方程(1)等价于一类带权重K(x)的热方程

-div(K(x)Ñu)=K(x)f(x,u)   x∈RN (2)

具体可参见文献[1].热方程作为抛物型偏微分方程,不仅可以用来描述热传导过程,也可以用来描述多种

反应的扩散过程,诸如液体流动、传染病扩散、生物种群的迁移、生物分子的运动以及飞行器的冷却与保

护等.目前关于用变分原理来研究相关增权问题解的存在性和不存在性,受到了国内外学者的广泛关注并

取得了丰硕的研究成果.
文献[2]研究了在非线性项f(x,u)分别满足超线性条件和渐近线性条件的情况下,方程(2)基态解

的存在性.除此之外,更多的学者研究了方程(2)中非线性项f(x,u)具有临界增长的情况,即如下方程:

-div(K(x)Ñu)=K(x)(a(x)|x|β|u|q-2u+b(x)u2*-2u)   x∈RN (3)

其中

β=(α-2)
2* -q
2* -2

   α≥2

K(x)=exp|
x|α

4    a(x),b(x)>0

文献[3-8]研究了N ≥3且非线性项临界增长的情况,通过改变方程(3)中a(x),b(x)的取值及讨论q和

参数λ 的取值范围,分别得到了相应方程的基态解、非径向解、非径向对称基态解、变号解、衰减解、非平

凡解和多解的存在性结论.文献[9-10]研究了方程(3)带有凹凸非线性项的情况,其中文献[9]运用极小化

理论和山路定理证明了方程存在两个非负解,文献[10]在文献[9]的基础上,运用测试函数和山路定理得

到了方程非平凡解的存在性.
与上述方程略有不同,文献[11]考虑了带非局部项的椭圆型偏微分方程

- a+b∫R3
K(x)|Ñu|2dx( )div(K(x)Ñu)=

λK(x)|x|β|u|q-2u+K(x)|u|4u   x∈R3 (4)

非平凡解的存在性问题.其中a,b,λ>0,β=
(α-2)(6-q)

4
,K(x)=exp|x|2

4
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,α≥2.在对参数λ做

不同假设的情况下,作者利用山路定理和Nehari流形的方法分别证明了非平凡解和基态解的存在性.同样

的方法应用到其他方程的研究可参见文献[12-14].
目前关于该类具有快速增权的方程的研究多限于非线性项为具体函数,如方程(3).而在非线性项为抽

象函数(如方程(4)的右边)的情况下,该类方程的解是否存在,还尚未可知.
基于对以上带权重K(x)的方程的研究及文献[11,15]的启发,本文将研究如下一类带有一般非线性

项的椭圆型方程解的存在性问题:

- a+b∫R3
K(x)|Ñu|2dx( )div(K(x)Ñu)=K(x)f(x,u)   x∈R3 (5)

其中常数a,b>0,K(x)=exp|
x|2

4
,f∈C(R3,R).
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由于方程(5)不是点态恒等的,且其右端是一个抽象函数,我们不能确定范数项与非局部项的竞争关

系.并且关于该类方程是否存在基态解这一问题,暂无学者做相关研究.因此本文不能利用文献[2,11]的

方法证明方程(5)解的存在性.为了解决这一问题,受文献[2,15]的启发,本文考虑将方程放入一个加权的

Sobolve空间中以解决空间失紧问题,并对非线性项f(x,u)做一些恰当的假设,利用山路定理来证明解

的存在性.对非线性项f(x,u)的假设如下:
(F1)f∈C(R3×R,R),存在C1 >0,p∈ [4,6),使得

|f(x,t)|≤C1(1+|t|p-1)   ∀(x,t)∈R3×R
 (F2) 当t→0时,f(x,t)=ο(t)对所有的x ∈R3 一致成立;

(F3)lim
t→∞

F(x,t)
t4 =+∞ 对所有的x ∈R3 一致成立,其中F(x,t)=∫

t

0
f(x,s)ds;

(F4)(局部AR条件) 存在l>0,C2 >0,使得

tf(x,t)-4F(x,t)≥-C2|t|2   ∀x∈R3,t∈R,|t|≥l
 (F5)(AR条件) 对所有(x,t)∈R3×R,有tf(x,t)-4F(x,t)≥0.

本文的主要结果为:
定理1 假设条件(F1)-(F4)成立,则方程(5)有一个非平凡解.
定理2 假设条件(F1)-(F3)和(F5)成立,则方程(5)有一个基态解.
注1 对于方程(5),目前还没有类似的结论,且关于本文中给出的条件,可以找到满足条件的函数,

如F(x,t)=t4log(1+|t|).
定义空间X 为C∞

0 (R3)的完备空间,内积为

(u,v)=∫R3
K(x)(Ñu·Ñv)dx

范数为

‖u‖=∫R3
K(x)|Ñu|2dx( )

1
2

 对 ∀q∈ [2,6],定义空间

Lq
k(R3)= u:u 在R3 中可测,‖u‖q =∫R3

K(x)|u|qdx( )
1
q
< ∞{ }

 对 ∀q∈ [2,6],可以定义

Sq =inf{‖u‖2:u∈X,‖u‖q =1}

因此对 ∀u∈X,有 ‖u‖q ≤S-
1
2q ‖u‖.

定理3[4] 对∀q∈[2,6],X 嵌入到Lq
k(R3)是连续的.当q∈[2,6)时,X 嵌入到Lq

k(R3)是紧的.
方程(5)相应的能量泛函为

I(u)=
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-∫R3
K(x)F(x,u)dx   u∈X (6)

显然,I(u)是连续可导泛函,且其导数形式为

<I'(u),v>=a(u,v)+b‖u‖2(u,v)-∫R3
K(x)f(x,u)vdx   ∀u,v∈X (7)

如果对 ∀v∈X,u∈X 满足<I'(u),v>=0,则u∈X 是方程(5)的弱解.
定理4[16](山路定理) X 是一个Banach空间,I∈C1(X,R),假设存在x0,x1∈X 以及x0 的一个

有界开邻域Ω,使得x1 ∉Ω 且inf
x∈∂Ω

I(u)>max{I(x0),I(x1)}.定义

c=inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

Γ={γ∈C([0,1],X):γ(0)=x0,γ(1)=x1}
若泛函I满足(C)c 条件(既对任何满足I(un)→c,(1+‖u‖)I'(un)→0的序列{un}都有一个收敛子列),
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则c是I的一个临界值,且c>max{I(x0),I(x1)}.
引理1 假设条件(F1)-(F4)成立,且c∈R,则泛函I满足(C)c 条件.
证  设{un}是泛函I的一个(C)c 序列,即满足

I(un)→c   (1+‖u‖)I'(un)→0 (8)

首先,证明{un}是有界的.如果序列{un}是无界的,则存在子列{un}(仍记为{un})满足当n→ ∞ 时,

‖un‖ → ∞.取vn =
un

‖un‖
,则 ‖vn‖=1,即序列{vn}在X 中是有界的.从而存在v∈X 和{vn}的一

个子列(仍记为{vn}),使得

vn →v   x∈Lq
k(R3),q∈ [2,6)

vn(x)→v(x)   a.e.x∈R3

定义集合

B={x∈R3:v(x)≠0}
则meas(B)≥0.下面分两种情况考虑:

情况1 若meas(B)>0,根据‖un‖→∞可以得到,当n→∞时,有|un|→∞(∀x∈B).因此,

由Fatou引理可得

lim
n→∞
inf∫B

K(x)F(x,un)
‖un‖4

dx≥∫B
lim
n→∞
inf

K(x)F(x,un)
|un|4

v4
ndx=+∞ (9)

又由条件(F1),(F2)和(F3)知,对 ∀M >0,存在CM >0,使得

F(x,t)≥Mt4-CMt2 ≥-CMt2   ∀(x,t)∈R3×R (10)
因此由定理3有

lim
n→∞
inf∫R3\B

K(x)F(x,un)
‖un‖4

dx≥-CMlim
n→∞
inf∫R3\B

K(x)|un|2dx

‖un‖4
≥

-CMlim
n→∞
inf

S-1
2 ‖un‖2

‖un‖4
=

-CMS-1
2 lim

n→∞
inf 1

‖un‖2
=0 (11)

根据(9)式和(11)式,当n→ ∞ 时,有

lim
n→∞

c+ο(1)
‖un‖4

=lim
n→∞

a
2‖un‖2

+
b
4-∫R3

K(x)F(x,un)
‖un‖4

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷=

lim
n→∞

a
2‖un‖2

+
b
4-∫R3\B

K(x)F(x,un)
‖un‖4

dx-∫B

K(x)F(x,un)
‖un‖4

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

lim
n→∞

a
2‖un‖2

+
b
4-lim

n→∞
inf∫R3\B

K(x)F(x,un)
‖un‖4

dx-∫B
lim
n→∞
inf

K(x)F(x,un)
‖un‖4

dx= -∞

不等式两边矛盾,说明假设错误,则序列{un}是有界的.
情况2 若meas(B)=0,则对几乎处处x ∈R3,有v=0.根据条件(F1)和(F2)知,当|t|≤l时,

存在C3 >0,使得

-C3|t|≤f(x,t)≤C3|t|

-
C3

2|t|2 ≤F(x,t)≤
C3

2|t|2

因此存在C4 >0,使得当|t|≤l时,

f(x,t)-4F(x,t)≥-C4|t|2

结合条件(F4),存在C5 >0,对 ∀(x,t)∈R3×R,有
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f(x,t)-4F(x,t)≥-C5|t|2

因此有

4I(un)-<I'(un),un>
‖un‖2

=
a‖un‖2

‖un‖2
+
∫R3

K(x)f(x,un)undx-4∫R3
K(x)F(x,un)dx

‖un‖2
≥

a-C5∫R3
K(x)|

un|2

‖un‖2
dx=a-C5∫R3

K(x)|vn|2dx

当n→ ∞ 时,由于在L2
k(R3)中vn →v,所以得到a≤0,这与a>0相矛盾,因此空间X 中的任意(C)c

序列{un}都是有界的.
上面已证明对泛函I的任一(C)c 序列{un}在空间X 中都是有界的.现证序列{un}在空间X 中有一个

强收敛的子列.因为序列{un}是有界的,所以存在一个子列{un}(仍记为{un})和u∈X,使得

un⇀u   x∈X

un →u   x∈Lq
K(R3),q∈ [2,6)

由(6)式和(7)式可以得到

<I'(un)-I'(u),un -u>= a+b∫R3
K(x)|Ñun|2dx( )∫R3

K(x)Ñu·Ñ(un -u)dx-

a+b∫R3
K(x)|Ñu|2dx( )∫R3

K(x)Ñu·Ñ(un -u)dx+

∫R3
K(x)(f(x,u)-f(x,un))(un -u)dx=

a+b∫R3
K(x)|Ñun|2dx( )∫R3

K(x)|Ñ(un -u)|2dx+

b∫R3
K(x)(|Ñun|2-|Ñu|2)dx( )∫R3

K(x)Ñu·Ñ(un -u)dx+

∫R3
K(x)(f(x,u)-f(x,un))(un -u)dx≥

a‖un -u‖2+∫R3
K(x)(f(x,u)-f(x,un))(un -u)dx+

b∫R3
K(x)(|Ñun|2-|Ñu|2)dx( )∫R3

K(x)Ñu·Ñ(un -u)dx

整理得

a‖un -u‖2 ≤ <I'(un)-I'(u),un -u>+∫R3
K(x)(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx+

b∫R3
K(x)(|Ñu|2-|Ñun|2)dx( )∫R3

K(x)Ñu·Ñ(un -u)dx

当n→ ∞ 时,显然有

<I'(un)-I'(u),un -u>→0 (12)
由序列{un}在X 中的有界性,且在空间X 中un⇀u,则当n→ ∞ 时,有

b∫R3
K(x)(|Ñu|2-|Ñun|2)dx( )∫R3

K(x)Ñu·Ñ(un -u)dx→0 (13)

由条件(F1),(F2)知,存在C6 >0,使得

|f(x,t)|≤C6|t|+C6|t|p-1   p∈ [4,6)
结合Hölder不等式,有

∫R3
K(x)(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx ≤

∫R3
K(x)|f(x,un)-f(x,u)||un -u|dx≤
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C6∫R3
K(x)(|un|+|u|+|un|p-1+|u|p-1)|un -u|dx≤

C6(‖un‖2+‖u‖2)‖un -u‖2+C6(‖un‖p-1
p +‖u‖p-1

p )‖un -u‖p

因为在Lq
k(R3)中当q∈ [2,6)时un →u,{un}在X 中是有界的,所以当n→ ∞ 时,有

∫R3
K(x)(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx→0 (14)

结合(12),(13)和(14)式可以得到 ‖un -u‖ →0,证毕.
引理2 设条件(F1)-(F3)成立,则泛函I满足山路几何结构:
(i)存在ρ,r>0,使得对任意的u(‖u‖=ρ),有I(u)≥r;
(ii)存在φ ∈X,使得 ‖φ‖ >ρ 和I(φ)<0.
证  (i)由条件(F1)和(F2)知,对 ∀ε>0,存在Cε >0使得

F(x,t)≤εt2+Cεtp   ∀(x,t)∈R3×R
结合定理3,有

I(u)=
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-∫R3
K(x)F(x,u)dx≥

a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-∫R3
K(x)εu2dx-∫R3

K(x)Cε|u|pdx≥

a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-S-1
2ε‖u‖2-S-

p
2p Cε‖u‖p

又因ε任意小,而p∈[4,6),因此存在ρ,r>0(ρ足够小),对任意的u(‖u‖=ρ),都有I(u)≥r>0成立.

(ii)取u∈X,u≠0,因为M 是任意的,所以可取M >
b
4
· ‖u‖4

∫R3
K(x)u4dx

,再结合(10)式,可得

I(tu)=
a
2t

2‖u‖2+
b
4t

4‖u‖4-∫R3
K(x)F(x,tu)dx≤

a
2‖u‖

2+CM∫R3
K(x)|u|2dx

æ

è
ç

ö

ø
÷t2+

b
4‖u‖

4-M∫R3
K(x)|u|4dx

æ

è
ç

ö

ø
÷t4

令t足够大,则存在φ=tu 使得 ‖φ‖ >ρ 和I(φ)<0.
定理1的证明 从引理2可以看出,泛函I具有山路几何结构.而引理1已证明泛函I满足(C)c 条件,

从而泛函I有临界值,即存在u∈X 满足I(u)=c>0,I'(u)=0,则u 为方程(5)的一个非平凡解.
定理2的证明 观察条件(F5)可以推出条件(F4),因此将条件(F5)换成条件(F4)成立时,引理1和

引理2均成立,因此由条件(F1)-(F3)和(F5)可以得出方程(5)有一个非平凡解.令

m=inf{I(u):u∈X\{0},<I'(u),u>=0}
假设u 是泛函I的任意一个临界点,由条件(F5)得

I(u)=I(u)-
1
4
<I'(u),u>=

a
4‖u‖

2+∫R3
K(x)(f(x,u)u-4F(x,u))dx≥0

因此

0≤m ≤I(u)<+∞
设{un}是泛函I的临界点构成的序列,使得I(un)→m,因为u0是临界点,所以有I'(un)→0,因此{un}
是在水平m 上的一个(C)c 序列,因而其存在收敛子列(仍记为{un}),设其极限为u0,易知I'(u0)=0,即

u0 为方程(5)的解.又由Fatou引理可得

I(u0)=I(u0)-
1
4
<I'(u0),u0>=

a
4‖u0‖2+∫R3

K(x)14f
(x,u0)u0-F(x,u0)

æ

è
ç

ö

ø
÷dx≤

lim
n→∞
infa

4‖un‖2+∫R3
K(x)14f

(x,un)un -F(x,un)
æ

è
ç

ö

ø
÷dxæ

è
ç

ö

ø
÷=
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lim
n→∞
infI(un)-

1
4
<I'(un),un>

æ

è
ç

ö

ø
÷=m

因此,方程(5)存在一个基态解u0.
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