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改进贪心算法求解扩展简化折扣{0-1}背包问题①
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摘要:扩展简化折扣{0-1}背包问题(ESD{0-1}KP)是折扣{0-1}背包问题(D{0-1}KP)的拓展.ESD{0-1}KP增加了

D{0-1}KP中单个项集中的物品数量,导致其求解难度增加,并且现有贪心策略算子(GSOR)算法效果不理想.基
于ESD{0-1}KP模型,在每个项集中增加一个价值为0,质量为0的虚拟物品,同时对ESD{0-1}KP模型中的约束

进行松弛,从理论上证明了ESD{0-1}KP与多选择背包问题(MCKP)等价.结合改进帕累托算法(IPA),提出新的

贪心策略算子(NGSOR).NGSOR首先将同一项集多个物品的选择情况通过在项集内增加物品来表示,按从价值

密度从高到低顺序选择物品,若被选择物品的价值比物品所在项集已选择物品的价值更大,则对该项集进行迭代.
仿真实验结果表明:NGSOR相比于GSOR,求解精度平均提升24.56%,求解速度平均提升44.95%.
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折扣{0-1}背包问题(discounted{0-1}knapsackproblem,D{0-1}KP)作为{0-1}背包问题的拓展[1-7],
因其能刻画物品选择与否对其他物品的影响关系而受到广泛关注.D{0-1}KP在项目决策、投资与预算控

制等方面具有广阔的应用背景[5,7].
传统D{0-1}KP模型每个项集中物品仅有两个物品,通过在项集中增加一个物品来表示项集中两个物

品同时被选择的情况.当同一项集中物品个数较多时,传统D{0-1}KP较难投入应用.
扩展简化折扣{0-1}背包问题(extendedsimplifieddiscounted{0-1}knapsackproblem,ESD{0-1}KP)

作为D{0-1}KP的拓展,相对于D{0-1}KP,ESD{0-1}KP增加了每个项集中物品的数量,且折扣关系也更

加贴合实际情况.
ESD{0-1}KP利用遗传算法[3-4,7]、粒子群算法[6]、帝王蝶算法[8]等对问题进行求解,但随着单个项集

中物品数量的增加,贪心修复操作难度加大,现有贪心策略算子[9](greedystrategyoperator,GSOR)效果

值得改进.
文章基于GSOR,通过在每个项集中增加一个价值质量均为0的虚拟物品,将ESD{0-1}KP转化为多

选择背包问题[10-11](multiple-choiceknapsackproblem,MCKP),结合改进帕累托算法(improvedpareto
algorithm,IPA)[12],提出新型贪心策略算子(newgreedystrategyoperator,NGSOR).利用4类ESD{0-1}

KP大规模实例进行仿真,分析NGSOR性能.
同时通过数学转化,从理论上证明ESD{0-1}KP与 MCKP是完全等价的,意味着传统上求解 MCKP

的算法均可通过NGSOR的操作进行转化求解,为D{0-1}KP和ESD{0-1}KP的后续研究奠定了基础.
当前对于ESD{0-1}KP问题的研究较少,且仅考虑了每个项集中存在3个元素,合计8种情况的约束.

随着项集规模的不断增加,相比传统D{0-1}KP,ESD{0-1}KP模型与算法得到进一步泛化.同时,考虑到

当前ESD{0-1}KP仅有项集内3个物品的数据集和已有算法结果,为了便于讨论和对比,模型与算法均考

虑项集3个物品的情况.

1 ESD{0-1}KP模型

为了更加贴合实际商业模型,假设每个项集包含3个物品.对于项集中的物品,若仅购买一个物品,则

物品质量乘d3i-2;若购买两个物品,则对两个物品质量之和乘d3i-1;若项集中物品均被购买,则对其质量

之和乘d3i.折扣系数满足:

0<d3i-j ≤1,j=0,1,2 (1)

d3i-2 >d3i-1 >d3i (2)

 为便于讨论,记

Di=[d3i-2,d3i-1,d3i] (3)

 记问题的决策变量为X=[x1,x2,…,x3n]∈{0,1}3n.将决策变量中已选择的物品记为集合K.对于

∀i∈N,若

xi=1 (4)

则i∈K,且Kj ={i|i∈K,3j-2≤i≤3j}.
将项集中物品所有选择情况记为矩阵A.则

AT=
1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(5)

 定义1[9] 假设问题包含n个项集,每个项集3个物品,则共包含3n个物品,每个项集对应的3个物

品的价值系数为P=[P1,P2,…,Pn],质量系数为W =[W1,W2,…,Wn],每个项集对应的折扣率为

D=[D1,D2,…,Dn].其中,Pi=[p3i-2,p3i-1,p3i],Wi=[w3i-2,w3i-1,w3i],Di=[d3i-2,d3i-1,d3i].
给定背包的最大载重为C,为了避免所有解均为可行解,因此

46 西南师范大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn    第47卷



∑
n

i=1
max(A×WT

i ×BT
i)>C (6)

则ESD{0-1}KP模型可描述如下:

maxf(X)=∑
3n

i=1
xipi (7)

s.t.∑
n

j=1

(∑
k∈Kj

wk ×d3j-3+card(Kj))≤C (8)

xi ∈ {0,1},i=1,2,…,n (9)

 决策变量xi(1≤i≤3n)表示第i个物品是否被装入背包.式(7)表示目标函数,即满足约束条件下获

得收益最大.式(8)通过先求解第j个项集中物品经过折扣之后的值,再对所有项集的值进行求和.式(9)表
示0-1约束.

2 传统贪心策略算子

与D{0-1}KP类似,ESD{0-1}KP通过在项集中增加物品以表示项集中多个物品同时被选择的情况.因
此,对于n个项集,且每个项集中有且仅有3个物品而言,一共有(23-1)n=7n种情况存在物品被选择.记
所有的物品选择情况为矩阵R7n,3n ={rij}7n,3n,且有

R7n,3n =

A 0 … 0
0 A … 0
︙ ︙ ︙

0 0 … A

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û
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ú
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ú

(10)

Ri(1≤i≤7n)表示矩阵R 的第i行,则第i行选择情况的价值密度为

ei=
Ri×PT

(Ri×WT)×d⌊i-17 」×3+∑
3n

j=1
rij

(11)

 将物品序号按照计算完成后的价值密度从高到低的顺序存储在向量H 中.也即对于∀1≤i<j≤7n,
必然有eHi ≥eHj.

结合公式(10),(11)以及文献[9]提出GSOR,算法伪代码描述见算法1.
算法1GSOR
输入:X
输出:X
1.T1=X×PT;T2=0
2.FORi=1:n

3.   T2=T2+ ∑
3i

j=3i-2
xjwjd3i-3+ ∑

3i

j=3i-2
xj

4.END
5.FORi=1:7n
6.  X'=sgn(X+RHi)

7. T3=X'×PT;T4=0
8.  FORj=1:n

9.  T4=T4+ ∑
3j

k=3j-2
xkwkd3j-3+ ∑

3j

k=3j-2
xk

10. END
11. IFT4 ≤C
12.       IFT3 >T2

13.  X=X'
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14.   END
15.   END
16.END
在算法GSOR中,步1计算原有决策变量的质量,时间复杂度为O(n).步2-4计算决策变量的质量,

时间复杂度为O(n).步5-16进行GSOR贪心操作,时间复杂度为O(n2).其中,步6计算价值密度,步

7计算贪心选择的新决策变量的价值,步8-10计算新决策变量的质量,步11-15选择满足约束且价值更

大的决策变量进行迭代.GSOR总的时间复杂度为O(n2).
当同一项集中两种选择情况冲突时,GSOR直接对两种物品选择情况取并集.
针对MCKP同一项集中多个物品同时被选择的常见情况,IPA算法有非常良好的求解性能,且理论证

明完善.与ESD{0-1}KP中“每个项集中至多选择一项物品”约束不同,MCKP的约束为“每个项集中选择且

仅选择一项物品”.显然直接使用IPA并不可行,需要建立ESD{0-1}KP与MCKP的等价关系,再将IPA引

入到ESD{0-1}KP的求解算法中,达到改进算法的目的.

3 新型贪心策略算子

为便于表述GSOR,将定义1中的ESD{0-1}KP模型转化为传统的D{0-1}KP模型,模型可表述为

maxf(Y)=∑
7n

i=1
yip'i (12)

s.t.g1(Y)=∑
7n

i=1
yiw'i≤C (13)

h1(Y)=∑
7j

i=7j-6
yi ≤1 (14)

yi ∈ {0,1},i=1,2,…,7n (15)
其中:

p'i=Ri×PT (16)

w'i=(Ri×WT)×d⌊i7」×3+∑
3n

j=1
rij

(17)

 针对D{0-1}KP模型,每个项集中增加一个虚拟物品,其质量与价值均为0,价值密度为0.则模型可进

一步转化如下:

maxf(Y)=∑
8n

i=1
yip'i (18)

s.t.g2(Y)=∑
8n

i=1
yiw'i≤C (19)

h2(Y)=∑
8j

i=8j-7
yi=1 (20)

yi ∈ {0,1},i=1,2,…,8n (21)

 显然,公式(20)要求在每个项集中选择且仅选择一个方案,这类约束为多选择约束.此时问题为

MCKP模型,则使用IPA对同一项集中多个物体同时被选择的情况进行求解.下面证明ESD{0-1}KP模型

与 MCKP模型等价.
值得注意的是,MCKP作为一个经典的NP问题,若项集中的物品价值与质量均相同,则问题退化为

KP,因此,在 MCKP的假设中任意项集不存在两个物品的价值和质量均相等.
定理1 若Y1 满足f1,g1,h1 约束,Y2 满足f2,g2,h2 约束.则Y1 与Y2 必然一一对应.
证  对于Y1=[y11,y12,…,y1,7n],新增序号7n+1到8n共计n个物品,其物品价值与质量均为0,

则有

f1(Y1)=∑
7n

i=1
y1ip'i=∑

7n

i=1
y1ip'i+ ∑

8n

i=7n+1
y1i×0=∑

8n

i=1
y1ip'i=f2(Y2)
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g1(Y1)=∑
7n

i=1
y1iw'i=∑

7n

i=1
y1iw'i+ ∑

8n

i=7n+1
y1i×0=∑

8n

i=1
y1iw'i=g2(Y2)

h1(Y1)=∑
7j

i=7j-6
y1i=∑

7j

i=7j-6
y1i+y7n+j =∑

8j

i=8j-7
y1i=h2(Y2)

因此,对于 ∀Y1,必然存在Y2,使得

Y1=f-1
1 􀳱f2(Y2)

Y1=g-1
1 􀳱g2(Y2)

Y1=h-1
1 􀳱h2(Y2)

 下证唯一性,利用反证法,假设 ∃Y2 ≠Y3,且

Y1=f-1
1 􀳱f2(Y3)

Y1=g-1
1 􀳱g2(Y3)

Y1=h-1
1 􀳱h2(Y3)

显然,若h-1
1 􀳱h2(Y2)=h-1

1 􀳱h2(Y3),则必然存在某一项集中有两个质量与价值相等的物品,与假设不符.
故原命题成立.

综上,结论成立.
MCKP的相关内容可参考文献[10-14].
通过增加一个虚拟物品使得ESD{0-1}KP和MCKP在数学模型上完全一致,即传统意义上求解MCKP

的算法都能够通过类似增加虚拟物品的操作,对ESD{0-1}KP和D{0-1}KP进行求解,丰富了ESD{0-1}KP
和D{0-1}KP求解算法.

从定理1中不难发现,ESD{0-1}KP与MCKP是完全等价的,因此,对于求解MCKP问题的优秀算法

也可以用于求解ESD{0-1}KP.
ESD{0-1}KP可采用 MCKP的贪心策略进行处理.同时,公式(18)-(21)模型仍存在传统D{0-1}KP

模型缺陷,即非正常个体编码较多,可将 MCKP中的贪心策略应用到ESD{0-1}KP模型中.
因IPA拥有计算速度快、求解精度高和算法结构简单等特点,因此基于IPA提出适用于ESD{0-1}KP

的NGSOR.
记第i个项集的所有物品为Ni,个数为n.第i 个项集中所有的线性非支配(linearprogramming

undominated,LP-undominated)物品集合称线性非支配子集,并记为Li.由文献[15]可知:
定理2[10] 对于 ∀s,t∈Ni,wis>wir,wit>wir,pit>pir,若eit>eis,且pit≥pis,则s∉Li.
在式(18)-(21)模型中,结合定理2可知,wis >wir =0,wit >wir =0,pit >pir =0.对于同一项

集中两个物品s,t同时被选择时,若eit >eis,且pit ≥pis,则选择物品t而不选择物品s.
即对于ESD{0-1}KP,当按照选择方案的价值密度从高到低选择时,若同一项集中两个选择方案同时

被选择,应当选择价值更大的选择方案.由此得到NGSOR算法,算法伪代码如下:
算法2 NGSOR
输入:X
输出:X
1.FORi=1:n
2.Ps =[p3i-2,p3i-1,p3i-2+p3i-1,p3i,p3i-2+p3i,p3i-1+p3i,p3i-2+p3i-1+p3i]

3.Ws=[d3i-2w3i-2,d3i-2w3i-1,d3i-1(w3i-2+w3i-1),d3i-2w3i,d3i-1(w3i-2+w3i),d3i-1(w3i-1+w3i),

d3i-2(w3i-2+w3i-1+w3i)]

4.P'=[P',Ps];W'=[W',Ws]

5.END
6.E=P'./W';E=[E;1:7n]

7.E=-sortrows(-E',1)';H =E2

8.X=zeros(1,n)
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9.FORi=1:7n

10.t1= ⌊
Hi-1
7

」+1
11.t2=X3t1-2:3t1 ×PT

3t1-2:3t1

12.IFt2=0
13.   e1=0
14.ELSE
15.t3=w'X3t1-2:3t1×[1,2,4]'+3t1-3

;e1=t2/t3
16.END
17.t4=p'Hi

;t5=w'Hi
;e2=t4/t5

18.T=X;T3t1-2:3t1 =AHi-7t1+7
;Q=0

19.FORj=1:n
20.   IFsum(T3j-2:3j)>0
21.   Q=Q+w'T3j-2:3j×[1,2,4]'+7j-7

22.   END
23.END
24.IFQ ≤C
25.   IFt2 <t4
26.      X=T
27.   END
28.END
29.END
NGSOR与GSOR在时间复杂度上无数量级差异,但在GSOR中的步3与步9都需要重新计算每个项

集选择情况所对应的质量,而在NGSOR中则通过存储后直接调用,因此NGSOR算法求解速度更快.

4 实例计算与结果对比

为充分展示NGSOR的算法性能,不仅与现有 GSOR进行对比,同时与将文献[9]贪心遗传算法

(greedygeneticalgorithm,GGA)中的GSOR替换成NGSOR后得到的新型贪心遗传算法(newgreedyge-
neticalgorithm,NGGA)进行对比.关于遗传算法的相关内容可参考文献[16-18].

因NGGA仅将GGA中的贪心策略进行了修改,因此沿用文献[9]中的参数算法设种群为50,最大迭

代次数为100次,交叉概率pc=0.8,变异概率pm=0.01.此外,ESD{0-1}KP中,折扣系数为d3i-2=1,

d3i-1=0.8,d3i=0.7.
测试数据集沿用文献[9]中4类大规模实例,具体测试数据参数可参考文献[9].其中,数据规模为

300≤n≤3000,且

1)EUDKP1-EUDKP10,参数设置wj∈z[2,1000],pj∈z[2,1000].
2)EWDKP1-EWDKP10,参数设置wj∈z[101,1000],pj∈z[wj-100,wj+100].
3)ESDKP1-ESDKP10,参数设置wj∈z[2,1000],pj∈wj+100.
4)EIDKP1-EIDKP10,参数设置pj∈z[2,1000],wj∈pj+100.

其中z[a,b]表示在整数a 到整数b之间的整数集.
文章使用计算机基本配置为:IntelCorei7-8700CPU@3.2GHz(12核),16GBDDR4L,Microsoft

Windows10家庭版.利用 MATLABR2016a对问题进行求解及绘图.
4.1 求解结果

利用NGSOR,GSOR,GGA和NGGA对4类数据进行求解.因NGSOR和GSOR算法为非随机算

法,因此仅参考最优值和求解时长指标.对于GGA和NGGA,因其为随机算法,因此除了最优值和求解时
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长以外,还需要增加平均值和最差值指标.
为避免单次计算的偶然因素干扰,所有算法的求解时长为30次独立求解均值.同时,为检验NGSOR

的算法效果,对GGA重新进行测试.
算法计算结果见表1,其中折扣背包问题的动态规划算法(dynamicprogrammingofdiscountedknap-

sackproblem,DPDKP)计算得到的结果为精确解.
表1 4类实例计算结果

实例 DPDKP
NGSOR

最优值 时长/s
GSOR

最优值 时长/s
NGGA

最优值 平均值 最差值 时长/s
GGA

最优值 平均值 最差值 时长/s
EUDKP1 127113 121314 0.09 73287 0.14 122077 121725 121507 1.11 84371 82538 81251 1.13
EUDKP2 265790 255241 0.34 147215 0.54 255874 255468 255241 2.10 171338 167225 163865 2.27
EUDKP3 387730 369604 0.74 202087 1.23 370048 369669 369604 3.18 233371 229068 226370 3.46
EUDKP4 548114 522328 1.33 327590 2.22 522629 522357 522328 4.28 348634 343995 339959 4.72
EUDKP5 605824 568926 2.02 299638 3.58 569293 568941 568926 5.34 355598 346993 339347 6.07
EUDKP6 759493 720552 2.91 413396 5.04 720552 720552 720552 6.51 477962 463119 444117 7.66
EUDKP7 895538 849585 3.95 450381 6.73 849585 849585 849585 7.71 541906 534008 525024 9.21
EUDKP8 1014189 964946 5.17 528649 8.93 964946 964946 964946 9.61 622543 615602 608823 10.71
EUDKP9 11771381118913 6.52 645551 11.36 111891311189131118913 11.50 723176 711243 700019 12.81
EUDKP10 12440941181595 7.95 630010 13.78 118159511815951181595 12.72 748864 727854 707139 14.03
EWDKP1 81559 81552 0.07 59902 0.14 81552 81552 81552 0.94 69477 68448 66926 1.24
EWDKP2 208195 207976 0.31 176627 0.55 207976 207976 207976 1.98 176627 176627 176627 2.25
EWDKP3 258117 257555 0.66 167679 1.26 257555 257555 257555 3.02 202132 195898 190019 3.62
EWDKP4 424542 424259 1.24 379883 2.20 424259 424259 424259 4.36 379883 379883 379883 4.86
EWDKP5 492351 492206 1.87 395913 3.50 492206 492206 492206 5.43 395913 395913 395913 6.17
EWDKP6 573930 573582 2.60 450306 5.13 573582 573582 573582 6.31 485008 478767 472090 7.90
EWDKP7 849993 849624 3.92 762266 6.74 849624 849624 849624 8.23 762266 762266 762266 9.47
EWDKP8 841881 841427 4.97 709915 8.83 841427 841427 841427 9.37 729637 726186 723637 10.96
EWDKP9 886216 885812 5.90 680928 11.37 885812 885812 885812 10.27 762121 736644 720255 13.18
EWDKP10 10986421097735 7.81 863944 13.97 109773510977351097735 12.49 904869 896207 889067 14.81
ESDKP1 113829 113412 0.08 96293 0.14 113536 113421 113412 1.08 96293 96293 96293 1.16
ESDKP2 187048 186274 0.31 154219 0.56 186352 186290 186274 2.00 154219 154219 154219 2.08
ESDKP3 303535 302825 0.69 253952 1.24 302825 302825 302825 2.96 253952 253952 253952 3.30
ESDKP4 435400 434875 1.24 368468 2.22 434875 434875 434875 4.28 368468 368468 368468 4.62
ESDKP5 522779 521506 1.97 444411 3.48 521506 521506 521506 5.50 444411 444411 444411 5.99
ESDKP6 647891 646919 2.83 556868 5.07 646919 646919 646919 6.72 556868 556868 556868 7.37
ESDKP7 781520 780157 3.83 669512 6.91 780157 780157 780157 8.04 669512 669512 669512 8.84
ESDKP8 837800 836120 4.87 706367 8.89 836120 836120 836120 9.30 706367 706367 706367 10.26
ESDKP9 918049 916055 6.20 769091 11.48 916055 916055 916055 10.87 769091 769091 769091 12.03
ESDKP10 12311981229645 8.01 1071431 14.23 122964512296451229645 12.66 107143110714311071431 14.34
EIDKP1 81492 81446 0.07 64552 0.14 81446 81446 81446 0.91 76870 74476 72388 1.16
EIDKP2 182428 182421 0.27 148323 0.56 182421 182421 182421 1.76 171079 164968 159511 2.30
EIDKP3 243972 243971 0.60 193672 1.25 243971 243971 243971 2.61 225393 219971 214864 3.53
EIDKP4 107965 107965 1.08 76248 2.22 107965 107965 107965 3.78 97501 95082 91187 4.80
EIDKP5 168288 168211 1.87 131167 3.55 168211 168211 168211 5.26 136111 134876 134157 6.37
EIDKP6 211004 210908 2.80 170650 4.94 210908 210908 210908 6.59 173301 172822 172500 8.00
EIDKP7 249009 248971 3.75 200691 6.87 248971 248971 248971 7.84 203294 203074 202710 9.51
EIDKP8 246243 246189 4.33 185199 8.84 246189 246189 246189 8.62 194100 192687 191251 10.95
EIDKP9 282318 282292 5.67 212532 11.31 282292 282292 282292 10.31 221640 218988 217082 12.97
EIDKP10 351482 351422 7.35 280593 13.94 351422 351422 351422 12.00 285983 283731 282675 14.87
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4.2 结果分析

由表1知,基于EUDKP算例,相比于GSOR的算法精度,NGSOR的误差范围从40.23%~50.54%
缩小至3.97%~6.09%,对所有算例的提升精确度进行平均计算得到算法精度平均提升41.42%,同理得

到算法速度平均提升40.68%.应用到遗传算法中,NGGA相比于GGA,最优解精度平均提升33.22%,平

均值精度平均提升34.42%.
基于EWDKP算例,相比于 GSOR的算法精度,NGSOR的误差范围从10.32%~35.04%缩小至

0.01%~0.22%,算法精度平均提升19.82%,同时算法速度平均提升45.85%.应用到遗传算法中,

NGGA相比于GGA,最优解精度平均提升15.18%,平均值精度平均提升16.07%.
基于ESDKP算例,相比于 GSOR的算法精度,NGSOR的误差范围从12.98%~17.55%缩小至

0.12%~0.41%,算法精度平均提升15.07%,同时算法速度平均提升44.31%.应用到遗传算法中,

NGGA相比于GGA,最优解精度平均提升15.08%,平均值精度平均提升15.07%.
基于EIDKP算例,相比于 GSOR的算法精度,NGSOR的误差范围从18.70%~29.38%缩小至

0.00%~0.06%,算法精度平均提升21.97%,同时算法速度平均提升48.94%.应用到遗传算法中,

NGGA相比于GGA,最优解精度平均提升14.56%,平均值精度平均提升15.96%.
整体分析,就算法精度讨论,NGSOR平均误差为1.31%,GSOR平均误差为25.87%,平均提升

24.56%.就算法速度而言,平均提升44.95%.总体上,NGSOR相对于GSOR具有明显优势,更加适应用

于ESD{0-1}KP的求解,效果理想.
为了更好展示NGSOR性能,将表1数据绘制成图1与图2.从图1中不难发现,NGSOR与NGGA求

解效果均比GSOR和 GGA效果更好.从图2中可以知道,在求解时长方面,NGGA比 GGA更快,且

NGSOR也比GSOR更快.

图1 最优解

图2 求解时长

5 结束语

文章基于GSOR,通过改进模型,将ESD{0-1}KP与D{0-1}KP转化为 MCKP,再引入IPA对问题进

行处理,算法性能提升明显.值得注意的是,当ESD{0-1}KP的项集中物品数量继续增加时,无论是

NGSOR还是GSOR都需要指数级储存空间,NGSOR虽然能够提供更好的贪心结果,但其内存需求与

GSOR并无特别大的改进.下一步工作,不妨思考新的支配关系与剪枝策略,提出更加优秀的贪心算法.
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