
第47卷 第12期 西 南 师 范 大 学 学 报 (自然科学版) 2022年12月

Vol.47 No.12  JournalofSouthwestChinaNormalUniversity(NaturalScienceEdition) Dec. 2022

DOI:10.13718/j.cnki.xsxb.2022.12.006

奇异元个数对线性群PSL(2,p)的刻画①

严德钰, 沈如林

湖北民族大学 数学与统计学院,湖北 恩施445000

摘要:设G 是有限群,π(G)表示|G|的所有素因子的集合.若r∈π(G),r 奇异元g∈G 表示g 的元阶能被r整

除,并设μr(G)为r 奇异元在G 中的比例.令μ(G)={μr(G):r∈π(G)},利用μ(G)刻画了线性群PSL(2,p),

并证明了:若μ(G)=μ(PSL(2,p)),则G≅PSL(2,p),这里p 是素数.
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CharacterizationofPSL(2,p)bytheNumberofSingularElements
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Abstract:GivenafinitegroupG,letπ(G)representthesetofallprimesin|G|.Givenr∈π(G),g∈Gis

r-singularelementifitsorderisdivisiblebyr.Denoteμr(G)theprobabilityofr-singularelementsinG.In

thispaper,wedefineμ(G)={μr(G):r∈π(G)}anduseμ(G)tocharacterizelineargroupsPSL(2,p),where

pisaprime.Moreover,weobtainthatifμ(G)=μ(PSL(2,p)),thenG≅PSL(2,p).
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有限群的结构可以由群的一些特殊数量关系反映出来,例如:同阶交换子群的个数、与最高阶元素有

关的数量条件以及特征标维数等都可以刻画群的结构[1-3].因此,通过群的数量特征来研究群的结构有着重

要意义.
为了叙述方便,我们先对r 奇异元的概念进行说明.设G 是有限群,用π(G)表示|G|的所有素因子

集合.若r∈π(G),r 奇异元表示G 的元阶能被r整除的元,否则为r 正则元.r 奇异元和r 正则元的

个数对群的结构有很大的影响,特别在计算群论中对单群的认识有重要作用.文献[4]证明了:若G 是n次

置换群,则r 奇异元在G 中的比例至少为1
n.文献[5]给出了交错群、典型群、李型例外群以及零散单群的
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r 正则元在G 中比例的下界.若H ≤G,且对任意x∈G-NG(H),有Hx ∩H =1,则称H 为TI子群.
文献[6]证明了:G 的Sylowp 子群是交换TI子群当且仅当G 的任意p 正则元的共轭类长与p 互素.文

献[7]确定了例外群中r 正则元在G 中的比例.文献[8]研究了r 正则元对r 可解群结构的影响.设

μr(G)为r 奇异元在G 中的比例,并记μ(G)={μr(G):r∈π(G)}.在群确定的情况下容易得到μ(G)的
值,那么μ(G)的值是否可以唯一确定群便是一个值得探索的课题.本文研究了奇异元对线性群PSL(2,p)的

结构的影响,运用r 奇异元比例的集合刻画PSL(2,p),并证明了如下结果:

定理1 设G 是有限群,p 是素数.若μ(G)=μ(PSL(2,p)),则G ≅PSL(2,p).

引理1 设G 是有限群,R 是G 的Sylowr 子群,则μr(G)=
m

|R|
,其中m 与r互素.

证  设|G|r 表示|G|的r 部分,|G|r' 表示|G|的r' 部分.由于方程x|G|r' =1的解的个数为

r 正则元的个数,根据Frobenius定理[9-10]知方程解的个数是|G|r' 的倍数,则G 中r 正则元的个数

Rr(G)为k|G|r',其中k为一正整数.同样记G 中r 奇异元的个数为Sr(G),则

μr(G)=
Sr(G)
|G| =

|G|-Rr(G)
|G| =1-

k|G|r'

|G| =1-
k

|G|r
=

m
|G|r

=
m

|R|
下证m 与r互素,只需证r 正则元的个数与r互素.设G的Sylowr 子群R 共轭作用在G中的r 正则元Ωr

上,并设轨道为O1,O2,…,Ok.注意到Oi= {xi}当且仅当CR(xi)=R,因此G 中r 正则元的个数为

Rr(G)=|CΩr(R)|+∑
x

|R∶CR(x)|

其中x∈Ωr -CΩr(R)根据Schur-Zassenhaus定理知CG(R)=Z(R)×H,其中 H 的阶与r互素,则

CΩr(R)=Ωr ∩CG(R)=H
从而Rr(G)=|H|(modr).故r 正则元的个数与r互素.

注1 根据引理1知,若μ(G)=μ(H),显然有|G|=|H|.

引理2 设G 的所有非平凡r 元的共轭类代表为x1,x2,…,xk,则μr(G)=∑
k

i=1

(1-μr(CG(xi))).

证  设x∈G,由于G 的任何元x 可以唯一分解为它的r 部分和r' 部分的乘积,且CG(xi)g =

CG(xg
i)(其中g∈G),从而G 中r 奇异元的个数为

Sr(G)=∑
k

i=1
|G∶CG(xi)|·Rr(CG(xi))=|G|·∑

k

i=1

Rr(CG(xi))
|CG(xi)| =|G|·∑

k

i=1

(1-μr(CG(xi)))

这里Rr(CG(xi))是CG(xi)中r 正则元的个数,故

μr(G)=∑
k

i=1

(1-μr(CG(xi)))

 引理3 设p 为奇素数,且r∈π(PSL(2,p)),则

μr(PSL(2,p))=

1
2-

1
(p±1)2

  r=2,2
1
2
(p±1)

1
2-

1
2(p±1)r

r≠2,r
1
2
(p±1)

2
p

r p

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

 证  设S
-

d 为PSL(2,p)中d 阶元的个数.若d >1,由文献[10]的引理2.2.9或文献[11]知,当

d 1
2
(p-1)时,有S

-

d =
1
2p
(p+1)φ(d);当d 1

2
(p+1)时,有S

-

d =
1
2p
(p-1)φ(d);当d p 时,有

S
-

d =p2-1.
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以下分情况讨论μr(PSL(2,p))的值:

情形1 r=2且2 12
(p-1).设1

2
(p-1)=2ht,其中h,t均为正整数且(2,t)=1.由于

∑
d|2ht

φ(d)=∑
2|/d

φ(d)+∑
2|d

φ(d)=∑
2|d

φ(d)+∑
d|t

φ(d)

则2ht=∑
2|d

φ(d)+t,从而

∑
2|d

φ(d)=2ht-t=
p-1
2 -

p-1
2

p-1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

由PSL(2,p)中d 阶元的个数知PSL(2,p)中2 奇异元的个数S2 为∑
2|d

1
2p
(p+1)φ(d),则

μ2(PSL(2,p))=
S2

|PSL(2,p)|=
∑
2|d

1
2p
(p+1)φ(d)

1
2p
(p+1)(p-1)

=
∑
2|d

φ(d)

p-1

故

μ2(PSL(2,p))=
1
2-

1
(p-1)2

同理当r=2且2 12
(p+1)时,有

μ2(PSL(2,p))=
1
2-

1
(p+1)2

 情形2 r≠2且r|
1
2
(p-1).设1

2
(p-1)=rab,其中a,b均为正整数且(r,b)=1.由于

∑
d|rab

φ(d)=∑
r|d

φ(d)+∑
r|/d

φ(d)=∑
r|d

φ(d)+∑
d|b

φ(d)

则rab=∑
r|d

φ(d)+b,从而

∑
r|d

φ(d)=rab-b=
p-1
2 -

1
2
(p-1)

1
2
(p-1)

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

由PSL(2,p)中d 阶元的个数知PSL(2,p)中r 奇异元的个数Sr 为∑
r|d

1
2p
(p+1)φ(d),则

μr(PSL(2,p))=
Sr

|PSL(2,p)|=
∑
r|d

1
2p
(p+1)φ(d)

1
2p
(p+1)(p-1)

=
∑
r|d

φ(d)

p-1

故

μr(PSL(2,p))=
1
2-

1
2(p-1)r

同理当r≠2且r|
1
2
(p+1)时,有

μr(PSL(2,p))=
1
2-

1
2(p+1)r
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 情形3 r|p.由PSL(2,p)中d 阶元的个数可知PSL(2,p)中r 奇异元的个数Sr 为p2-1,则

μr(PSL(2,p))=
Sr

|PSL(2,p)|=
2
p

.即证引理3.

设G 是有限群,定义G 的素图Γ(G):Γ(G)的顶点集为π(G),两个不同的顶点p,r有边相连当且仅

当G 中有一pr阶元,t(G)表示Γ(G)的连通分支数,πi(i=1,2,…)表示Γ(G)的连通分支所含顶点之集.

如果2||G|,则总设2∈π1.

首先给出Frobenius群和2 Frobenius群的结构:

引理4[12] (i)设G 是偶阶Frobenius群,H 是Frobenius核,K 是Frobenius补,则t(G)=2,

Γ(G)={π(H),π(K)};

(ii)2 Frobenius群可解.
以下是由 Williams给出的具有非连通素图的群的结构:

引理5[13-14] 设G 是有限群,G 的素图非连通,则G 有如下3种结构:

(i)Frobenius群;

(ii)2 Frobenius群;

(iii)G 有一正规列1◁_H◁_K◁_G,使得 K/H 是非交换单群,H 和G/K 是π1 群,H 是幂零群且

|G/K|||Out(K/H)|.

另外,对于非连通素图的单群的分类可参见文献[14]的表Ib-Ie,IIa-IIc、文献[15]的表Ia,Ib,II,III以

及文献[16].
定理1的证明

首先,若p=2,3,根据GAP小群容易知道定理1成立.以下不妨设p ≥5,根据引理1知|G|=

|PSL(2,p)|,即|G|=
p(p2-1)

2 .我们将分为4步进行证明:

步骤1 G 是完全群,即G'=G.

否则,G 有一极大正规子群N,使得G/N ≅Zr,其中r是素数,即有μr(G)≥1-
1
r.

当r=2且2|/p 时,有μr(G)≥1-
1
r =

1
2.由引理3知

μr(PSL(2,p))=
1
2-

1
(p±1)2 <

1
2

这与μr(G)=μr(PSL(2,p))矛盾.

当r≠2且r|/p 时,有μr(G)≥1-
1
r >

1
2.同样通过引理3得

μr(PSL(2,p))=
1
2-

1
2(p±1)r <

1
2

这与μr(G)=μr(PSL(2,p))矛盾.

当r|p 时,有μr(G)≥1-
1
r
,而

μr(PSL(2,p))=
2
p ≤1-

1
r

因此

μr(G)=μr(PSL(2,p))=
2
p =1-

1
r
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即有p=r=3,这与我们假设的p≥5矛盾.
综上所述,G/N 是非交换单群,G 是完全群.
步骤2 顶点p 是G 的素图的孤立点,且G 中的Sylowp 子群不正规.
证明顶点p 是G 的素图的孤立点等价于证明对任意素数r(≠p),G 中无pr阶元.
由于

|G|=|PSL(2,p)|=
1
2p
(p+1)(p-1)

则G 的Sylowp 子群P 同构于Zp.设G 的Sylowp 子群的个数为np,G 中p 奇异元的个数为Sp(G).
由Sylow定理知np ≡1(modp),则G 中p 奇异元的个数Sp(G)≥ (p-1)np,由引理3知Sp(G)=

p2-1,从而np =p+1,1.
首先假设np =p+1,则G 中的p 阶元的个数为(p+1)(p-1).而Sp(G)=p2-1,故G 中p 阶元

的个数等于p 奇异元的个数,即G 中无pr阶元.

再假设np =1,即Sylowp 子群正规,则G 中p 阶元的个数为p-1.由引理2知μp(G)=∑
k

i=1

(1-

μp(CG(xi))),其中xi(i=1,2,…,k)为p 阶元的共轭类代表.由于G 的Sylowp 子群P 同构于Zp,则

CG(xi)的Sylowp 子群就是G 的Sylowp 子群.又由引理2和引理3知μp(CG(xi))≤|P|-1
|P|

,从而

μp(G)=∑
k

i=1

(1-μp(CG(xi)))≥1-μp(CG(xi))≥1-|P|-1
|P| =

1
|P|=

1
p

故由引理3知μp(G)=
2
p

.因此p 阶元至多有两个共轭类.

首先假设p 阶元只有一个共轭类.设x1 为p 阶元共轭类的代表,CG(x1)中p 奇异元的个数为

Sp(CG(x1)).由引理2和引理3知

μp(G)=
2
p =1-μp(CG(x1))

我们有μp(CG(x1))=
p-2
p

,即
Sp(CG(x1))
|CG(x1)| =

p-2
p

.由于p 阶元有一个共轭类,则p 阶元的共轭类长为

|G∶CG(x1)|=p-1,从而|CG(x1)|=
p(p+1)
2 .故

Sp(CG(x1))=
p-2
p |CG(x1)|=

(p-2)(p+1)
2

而(p-1)|Sp(CG(x1)),我们有(p-1)|(p-2)或(p-1)|(p+1),即p 只能为2,这与p≥5矛盾.
以下假设p 阶元有两个共轭类.设x2,x3 为p 阶元共轭类的代表.同样由引理2和引理3知

μp(G)=
2
p =1-μp(CG(x2))+1-μp(CG(x3))

由于1-μp(CG(xi))≥
1
p
,则

1-μp(CG(x2))=1-μp(CG(x3))=
1
p

即

Sp(CG(x2))
|CG(x2)| =

Sp(CG(x3))
|CG(x3)| =

p-1
p

(1)

由于p 阶元有两个共轭类,则p 阶元的两个共轭类长的和为
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|G∶CG(x2)|+|G∶CG(x3)|=p-1
从而

1
|CG(x2)|+

1
|CG(x3)|=

2
p(p+1)

结合(1)式得

1
Sp(CG(x2))+

1
Sp(CG(x3))=

2
(p+1)(p-1)

通过放缩有

1
Sp(CG(x2))+

1
Sp(CG(x3))=

Sp(CG(x2))+Sp(CG(x3))
Sp(CG(x2))·Sp(CG(x3))≥

4
Sp(CG(x2))+Sp(CG(x3))

从而

2
(p+1)(p-1)≥

4
Sp(CG(x2))+Sp(CG(x3))

即

Sp(CG(x2))+Sp(CG(x3))≥2(p+1)(p-1)

如果Sp(CG(x2))> (p+1)(p-1)或Sp(CG(x3))>(p+1)(p-1),则与Sp(G)=p2-1矛盾.如果

Sp(CG(x2))=Sp(CG(x3))=(p+1)(p-1),则由(1)式得|CG(x2)|=|CG(x3)|=p(p+1).由于

np =1,则P◁G.由N/C 定理知

NG(P)/CG(P)=G/CG(P)<~Aut(P)≅Zp-1 (2)

设f 是G 到G/CG(P)的同态映射,N 是包含CG(P)的极大正规子群.由子群对应定理知,G/N ≅
(G/CG(P))/f(N).又由(2)式知(G/CG(P))/f(N)同构于素数阶循环群,通过步骤1知G/N 是非交换单群,

则G/N=1.又由于G/CG(P)≅G/CG(<x2>)≅Zp-1
2
,则p-1

2 =1,即p=3,这与我们假设的p≥5矛盾.

因此np ≠1,即G 中的Sylowp 子群不正规.
步骤3 G 既不是Frobenius群也不是2 Frobenius群.
首先假设G 是Frobenius群且G 是偶阶.设H 是Frobenius核,K 是Frobenius补,由引理4知t(G)=2

且Γ(G)={π(H),π(K)}.由步骤2知G中顶点p是孤立点,则Γ(G)={p,π(K)}或Γ(G)={p,π(H)}.
若Γ(G)={p,π(K)},则P 是Frobenius核,从而P 在G 中正规,矛盾.

若Γ(G)={p,π(H)},则P 是Frobenius补,从而|P| (|H|-1),即p
(p+1)(p-1)

2 -1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

故p=3,这与我们假设的p≥5矛盾.
假设G 是2 Frobenius群且G 是偶阶.由引理4知2 Frobenius群可解,这与G 是完全群矛盾.
步骤4 G ≅PSL(2,p).
若群G为引理5中的结构(iii),即G有一正规列1◁_H◁_K◁_G,其中K/H 是非交换单群,H 和G/K 是

π1 群.由于G/K <~Out(K/H),而单群的外自同构群为可解群[9],则G/K 为可解群.由步骤1知G是完

全群,故G= K.假设p||H|,由于H 是π1 群且幂零,则p=2,这与假设p≥5矛盾.从而p||G/H|,故

G/H 的素图非连通,且p是G/H 的素图的孤立点.以下运用非连通素图的单群分类[14-16]进行证明.注意,

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1).

下面证明G/H ≅PSL(2,p),显然由|G|=|PSL(2,p)|就证明了G ≅PSL(2,p).以下s为奇

素数,q为素数幂,单群的阶参见文献[17].我们根据素图分支的个数进行讨论.
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G/H 的素图为两个连通分支:

情形1 G/H ≅As-1(q),其中s≥2,q为奇素数幂,或q为2的幂且(s,q)≠ (3,2),(3,4).

由于As-1(q)的孤立点为qs -1
q-1g

cd(s,q-1),G/H 的孤立点为p,则qs -1
q-1g

cd(s,q-1)=p,即

(qs -1)=p(q-1)gcd(s,q-1) (3)

又由于G/H ≅As-1(q)且|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1),则|As-1(q)|

1
2p
(p+1)(p-1),即

1
(s,q-1)q

s(s-1)
2 (q2-1)(q3-1)…(qs -1)

1
2p
(p+1)(p-1) (4)

将(3)式代入(4)式,得

q
s(s-1)
2 (q2-1)(q3-1)…p(q-1)

1
2p
(p+1)(p-1)

则q
s(s-1)
2 ≤

1
2
(p+1)(p-1).由(3)式知p≤qs-1,代入q

s(s-1)
2 ≤

1
2
(p+1)(p-1)有q

s(s-1)
2 ≤

1
2q

s(qs-

2)<
q2s

2
,于是s<5.同时由于s≥2且s是奇素数,则s=3.将s=3代入(3)式得q3-1=p(q-1)gcd(3,

q-1),即p≤q3-1.将s=3代入(4)式得q3(q2-1)(q3-1)
(3,q-1)

p(p+1)(p-1)
2 .根据

q3-1=p(q-1)gcd(3,q-1)

得

q3(q2-1)(q-1)
1
2
(p+1)(p-1)

由于p≤q3-1,则
(p+1)(p-1)

2 ≤
q3(q3-2)

2 .从而

q3(q2-1)(q-1)≤
(p+1)(p-1)

2 ≤
q3(q3-2)

2

于是q=2.将s=3,q=2代入原条件|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)和G/H ≅As-1(q)中,得

G/H ≅A2(2)≅PSL(2,7)

 情形2 G/H ≅As(q),其中(q-1)|(s+1)且s≥1.

由于As(q)的孤立点为qs -1
q-1

,G/H 的孤立点为p,则qs -1
q-1=p,即qs -1=p(q-1).又由于

G/H ≅As(q)且|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1),则|As(q)|

1
2p
(p+1)(p-1),即

1
(s+1,q-1)q

s(s+1)
2 (q2-1)(q3-1)…(qs -1)(qs+1-1)

1
2p
(p+1)(p-1)

根据qs -1=p(q-1)得

1
(s+1,q-1)q

s(s+1)
2 (q2-1)(q3-1)…(q-1)(qs+1-1)

1
2
(p+1)(p-1)

根据p=
qs -1
q-1

得

(p+1)(p-1)
2 =

(qs +q-2)(qs -q)
2(q-1)2

<
q2s

2(q-1)2

从而由整除关系易知
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q
s(s+1)
2

(s+1,q-1)<
q2s

2(q-1)2

即q
s(s+1)
2 <q2s,故s<3.由于s≥1,且s是奇素数,则s=1.当s=1时,通过qs -1

q-1=p 得p=1,这与

我们假设的p≥5矛盾.
情形3 G/H ≅B2m(q),其中m ≥2且q为奇素数幂.

由于B2m(q)的孤立点为ql +1
2

,G/H 的孤立点为p,则ql +1
2 =p,即ql +1=2p.又由于

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)   G/H ≅B2m(q)

则|B2m(q)|
1
2p
(p+1)(p-1),即

1
(2,q-1)q

22m(q2-1)(q4-1)…(q2
m+1

-1)
1
2p
(p+1)(p-1)

根据p=
ql +1
2

得

1
(2,q-1)q

22m(q2-1)(q4-1)…(q2
m

-1)
1
16
(ql +1)(ql +3)(ql -1)

显然有(q2
2m,ql +1)=1,(q2

2m,ql -1)=1,q2
2m

|/(ql +3),这与整除关系矛盾.
假设G/H ≅C2m(q),其中m≥1,且q为奇素数幂;G/H ≅C2m(q),其中q为2的幂.由于|C2m(q)|=

|B2m(q)|,则证明与G/H ≅B2m(q)一致.
情形4 G/H ≅Bs(3),其中s≥2.

由于Bs(3)的孤立点为3
s-1
2
,G/H 的孤立点为p,则3

s-1
2 =p,即3s-1=2p.又由于G/H ≅Bs(3)且

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1),则|Bs(3)|

1
2p
(p+1)(p-1),即3s

2(32-1)…(32s-1)|p(p+1)(p-1).

根据p =
3s -1
2

得3s
2(32 -1)…(32s -1)

1
8
(3s -1)(3s +1)(3s -3).由原条件知s ≥2,显然有

(3s
2,3s -1)=1,(3s

2,3s +1)=1,3s
2

|/(3s -3),这与整除关系矛盾.
假设G/H ≅Cs(3),其中s≥2.由于|Bs(3)|=|Cs(3)|,则证明与G/H ≅Bs(3)一致.
情形5 G/H ≅2As-1(q2),其中s≥3.

由于G/H 的孤立点为p,2As-1(q2)的孤立点为qs+1
q+1g

cd(s,q+1),则qs+1
q+1g

cd(s,q+1)=p,即

qs +1=p(q+1)·(s,q+1)

又由于G/H ≅2As-1(q2)且|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1),则|2As-1(q2)|

1
2p
(p+1)(p-1),即

1
(s,q2+1)

qs(s-1)(q4-1)(q6+1)…(q2s -(-1)s)
1
2p
(p+1)(p-1)

根据qs +1=p(q+1)·(s,q+1)得

1
(s,q2+1)

qs(s-1)(q4-1)(q6+1)…(qs -1)p(q+1)gcd(s,q+1)<
1
2p
(p+1)(p-1)

则qs(s-1)(qs -1)<
1
2
(p+1)(p-1).由qs +1=p(q+1)·(s,q+1)知p≤qs +1,则
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qs(s-1)(qs -1)<
(p+1)(p-1)

2 ≤
(qs +2)·qs

2

由于qs -1>
qs

2
,则qs(s-1)<qs +2<qs+1,于是s<1+ 2,这与s≥3矛盾.

情形6 G/H ≅2As(q2),其中(q+1)|(s+1)且s≥2.

由于G/H 的孤立点为p,2As(q2)的孤立点为qs +1
q+1

,则qs +1
q+1=p,即qs +1=p(q+1).又由于

G/H ≅2As(q2)且|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1),则|2As(q2)|

1
2p
(p+1)(p-1),即

1
(s+1,q2+1)

qs(s+1)(q4-1)(q6+1)…(q2(s-1)-(-1)s+1)
1
2p
(p+1)(p-1) (5)

由(5)式左边得

qs(s+1)(q4-1)(q6+1)…(q2(s-1)-(-1)s+1)
(s+1,q2+1)

≥qs(s+1)(qs+1+1)

由(5)式右边得

p(p+1)(p-1)
2 ≤

qs(qs +1)(qs +2)
2

由整除关系得qs(s+1)(qs+1+1)≤
1
2q

s(qs+1)(qs+2),这与qs(s+1)(qs+1+1)>
1
2q

s(qs+1)(qs+2)矛盾.

情形7 G/H ≅2D2n(q2),其中n≥1且q为奇素数幂.

由于2D2n(q2)的孤立点为ql +1
2

,G/H 的孤立点为p,则ql +1
2 =p.又由于

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)   G/H ≅2D2n(q2)

则|2D2n(q2)|
1
2p
(p+1)(p-1),即

1
(4,q2

n+1

+1)
·q2

n+1(2n-1)(q2
n+1

+1)(q2-1)(q4-1)…(q2
(2n-1)-1)

1
2p
(p+1)(p-1)

根据p=
ql +1
2

得

1
(4,q2

n+1

+1)
·q2

n+1(2n-1)(q2
n+1

+1)(q2-1)(q4-1)…(q2
(2n-1)-1)

1
16
(ql +1)(ql +3)(ql -1)

显然有q2
n+1(2n-1)|/(ql-1),q2

n+1(2n-1)|/(ql+1),因此q2
n+1(2n-1)|(ql+3),则q=3且2n+1(2n -1)=1.这

与2n+1(2n -1)≥4矛盾.
情形8 G/H ≅2Ds(32),其中s≥5且s≠2n +1.

由于2Ds(32)的孤立点为3
s +1
4
,G/H 的孤立点为p,则3

s +1
4 =p.又由于

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)   G/H ≅2Ds(32)

则|2Ds(32)|
1
2p
(p+1)(p-1),即

9s(s-1)(9s +1)(92-1)(94-1)…(92(s-1)-1)p(p+1)(p-1)

根据p=
3s +1
4

得
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9s(s-1)(9s +1)(92-1)(94-1)…(92(s-1)-1)
1
64
(3s +1)(3s +5)(3s -3)

显然有9s(s+1)|/(3s+1),9s(s+1)|/(3s+5).因此9s(s+1)|(3s-3),即2s(s-1)只可能为1.这与2s(s-1)≥40
矛盾.同理可证G/H ≅2Dl(32),其中l=2n +1且l≠s.

假设G/H 同构于单群S,根据Atlas定理[17,9]知群S 的阶,则S 取以下群之一:

①Ds(2),其中s≥3,|Ds(2)|=2s(s-1)(2s -1)(22-1)(24-1)…(22(s-1)-1);

②Ds+1(2),其中s≥2,|Ds+1(2)|=2s(s+1)(2s+1-1)(22-1)(24-1)…(2
2s -1);

③Ds(3),其中s≥5,|Ds(3)|=3s(s-1)(3s -1)(32-1)(34-1)…
32(s-1)-1
(4,3s -1)

;

④Ds+1(3),其中s≥3,|Ds+1(3)|=3s(s+1)(3s+1-1)(32-1)(34-1)…
32s -1

(4,3s+1-1)
;

⑤Ds(5),其中s≥5,|Ds(5)|=5s(s-1)(5s -1)(52-1)(54-1)…
52(s-1)-1
(4,5s -1)

;

⑥ 3D4(q3),其中q为奇素数幂,|3D4(q3)|=q36(q24+q12+1)(q18-1)(q6-1);

⑦ 2Dk+1(2),其中k=2n 且n≥2,|2Dk+1(2)|=2k(k+1)(2k+1+1)(22-1)…
22k -1

(4,2k+1+1)
;

⑧ 2Dk(q),这里q为2的幂,其中k=2n 且n≥2,|2Dk(q)|=qk(k-1)(qk+1)(q2-1)(q4-1)…
q2(k-1)-1
(4,qk +1)

;

⑨G2(q),其中q≡±1(mod3)且q为奇素数幂,|G2(q)|=q6(q6-1)(q2-1);

E6(q),其中q≡1(mod3)且q为奇素数幂;E6(q),其中q≠1(mod3)且q为奇素数幂,

|E6(q)|=
q36(q12-1)(q9-1)(q8-1)(q6-1)(q5-1)(q2-1)

(3,q-1)
;

 2E6(q2),其中q≡±1(mod3)且q为2的幂;2E6(q2),其中q为奇素数幂,

|2E6(q2)|=
q72(q24-1)(q18+1)(q16-1)(q12-1)(q10+1)(q4-1)

(3,q2+1)
;

 2A3(22),|2A3(22)|=46×(42-1)(43+1)(44-1);

F4(q),其中q为奇素数幂,|F4(q)|=q24(q12-1)(q8-1)(q6-1)(q2-1);

 2F4(2)',|2F4(2)'|=211×33×52×13;

Cs(2),其中s≥2,|Cs(2)|=2s
2(22-1)(24-1)…(22s -1);

 Alt(n),其中n=s,s+1,s+2,n 和n-2不全为素数且n≥7,|Alt(n)|=
n!
2 .

由于G/H ≅S 且|G/H|
p(p+1)(p-1)

2
,则|S|

p(p+1)(p-1)
2 .又由于G/H 的孤立点为p,

S 的孤立点见文献[14]的表Ib,Ic、文献[15]的表Ia,Ib以及文献[16],则G/H 的孤立点p 等于S 的孤立

点,从而|S|>
1
2p
(p+1)(p-1),这与|S|

1
2p
(p+1)(p-1)矛盾.

G/H 的素图为3个连通分支:

情形1 G/H ≅Alt(n),其中n=5,6.
由于Alt(n)的孤立点为3或5,G/H 的孤立点为p,则p=3,5.而p ≥5,我们有p=5.又由于

G/H ≅Alt(n)且|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1),则|Alt(n)|

1
2p
(p+1)(p-1),即

n!
2

1
2p
(p+1)(p-1).

显然,当p=5时有|Alt(n)|
1
2p
(p+1)(p-1)成立,从而G/H ≅Alt(5).
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情形2 G/H ≅A1(q),其中q≡1(mod4)且q为奇素数幂.

由于A1(q)的孤立点为q或q+1
2
,G/H 的孤立点为p,则q=p 或q+1

2 =p,又由于

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)   G/H ≅A1(q)

则|A1(q)|
1
2p
(p+1)(p-1),即

q(q2-1)
(2,q-1)

1
2p
(p+1)(p-1).当q=p时有q(q2-1)

(2,q-1)
1
2p
(p+1)(p-1),

当q+1
2 =p时有q(q2-1)

(2,q-1)>
1
2p
(p+1)(p-1),这与整除关系矛盾.从而G/H ≅A1(p)≅PSL(2,p),

其中p≡1(mod4).
假设G/H ≅A1(q),其中q≡-1(mod4)且q为奇素数幂.

由于A1(q)的孤立点为q或q-1
2
,G/H 的孤立点为p,则q=p 或q-1

2 =p,又由于

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)   G/H ≅A1(q)

则|A1(q)|
1
2p
(p+1)(p-1),即

q(q2-1)
(2,q-1)

1
2p
(p+1)(p-1)

当q=p时有q(q2-1)
(2,q-1)

1
2p
(p+1)(p-1),当q-1

2 =p时有q(q2-1)
(2,q-1)>

1
2p
(p+1)(p-1),这与整

除关系矛盾.从而G/H ≅A1(p)≅PSL(2,p),其中p≡-1(mod4).
假设G/H ≅A1(q),其中q为2的幂.由于A1(q)的孤立点为q-1或q+1,G/H 的孤立点为p,则

q-1=p 或q+1=p.又由于

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)   G/H ≅A1(q)

则|A1(q)|
1
2p
(p+1)(p-1),即q(q2-1)

(2,q-1)
1
2p
(p+1)(p-1).当q-1=p 时有q(q2 -1)>

1
2p
(p+1)(p-1),这与整除关系矛盾.当q+1=p 时,q(q

2-1)
(2,q-1)

1
2p
(p+1)(p-1)成立当且仅当

q=2,4.而q+1=p≥5,则q=4,从而G/H ≅A1(4)≅L2(5).
情形3 G/H ≅A2(2).
由于A2(2)的孤立点为3或7,G/H 的孤立点为p,则3=p 或7=p,又由于

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)   G/H ≅A2(2)

则|A2(2)|
1
2p
(p+1)(p-1).即23(22-1)(23-1)

1
2p
(p+1)(p-1).当3=p时有23(22-1)(23-1)>

1
2p
(p+1)(p-1),这与整除关系矛盾.当7=p 时有23(22 -1)(23 -1)

1
2p
(p+1)(p-1).从而

G/H ≅A2(2)≅L2(7).
情形4 G/H ≅2G2(32m+1),其中q=32m+1 且m ≥1.

由于2G2(32m+1)的孤立点为q2- 3q+1或q2+ 3q+1,G/H 的孤立点为p,则q2- 3q+1=p

或q2+ 3q+1=p .又由于
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|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1)   G/H ≅2G2(32m+1)

则|2G2(32m+1)|
1
2p
(p+1)(p-1),即q3(q3+1)(q-1)

1
2p
(p+1)(p-1).显然有q|/p,q|/p+1,q|/p-1,

这与整除关系矛盾.
假设G/H 同构于单群S,根据Atlas定理[17,9]知群S 的阶,则S 取以下群之一:

①E7(3),|E7(3)|=
1
23

63×(318-1)(314-1)(312-1)(310-1)(38-1)(36-1)(32-1);

②E7(2),|E7(2)|=263×(218-1)(214-1)(212-1)(210-1)(28-1)(26-1)(22-1);

③ 2F4(q),其中q为2的幂,|2F4(q)|=q12(q6+1)(q4-1)(q3+1)(q-1);

④F4(q),其中q为2的幂,|F4(q)|=q24(q12-1)(q8-1)(q6-1)(q2-1);

⑤ 2Ds(32),其中s=2n+1且n≥2,|2Ds(32)|=9s(s-1)×(9s+1)×(92-1)×(94-1)…
(92(s-1)-1)
(4,9s +1)

;

⑥G2(q),其中q≡0(mod3)且q为奇素数幂,|G2(q)|=q6(q6-1)(q2-1);

⑦ 2A5(22),|2A5(22)|=415(42-1)(43+1)(44-1)(45+1)(46-1);

⑧ Alt(n),这里n=s,n-2=q,n≥7,其中q为奇素数幂,|Alt(n)|=
n!
2 .

由于G/H ≅S 且|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1),则|S|

1
2p
(p+1)(p-1).又由于G/H 的孤立

点为p,S 的孤立点见文献[14]的表Id、文献[15]的表II,则G/H 的孤立点p 等于S 的孤立点,从而

|S|>
1
2p
(p+1)(p-1),这与|S|

1
2p
(p+1)(p-1)矛盾.

G/H 的素图为4或5个连通分支:

假设G/H 同构于单群S,则S 是以下群之一:当q为2的幂时,S 同构于A2(4);2E6(4);E8(q),其

中q≡2,3(mod5);E8(q),其中q≡0,1,4(mod5);2B2(q),其中q=22k+1 且k为正整数.当q为奇素

数幂时,S 同构于E8(q),其中q≡2,3(mod5);E8(q),其中q≡0,1,4(mod5).由于G/H ≅S 且

|G/H|
1
2p
(p+1)(p-1),则|S|

1
2p
(p+1)(p-1).又由于G/H 的孤立点为p,S的孤立点见文

献[14]的表Ie以及文献[15]的表III,则G/H 的孤立点p 等于S 的孤立点,再根据文献[9]的第311页知

|S|,从而|S|>
1
2p
(p+1)(p-1),这与|S|

1
2p
(p+1)(p-1)矛盾.

最后假 设 G/H 同 构 于 零 散 单 群 S.由 于 G/H ≅ S 且 |G/H |
1
2p
(p+1)(p-1),则

|S|
1
2p
(p+1)(p-1).又由于G/H 的孤立点为p,S 的孤立点见文献[14]的表IIa-IIc,则G/H 的孤

立点p 等于S 的孤立点,再根据文献[9]的第312页知|S|,从而|S|>
1
2p
(p+1)(p-1),这与

|S|
1
2p
(p+1)(p-1)矛盾.

综上所述G/H ≅PSL(2,p),从而G ≅PSL(2,p).
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