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线性正则小波卷积及其性质①

赵彦博, 冯强

延安大学 数学与计算机科学学院,陕西 延安716000

摘要:线性正则小波变换结合了线性正则变换与小波变换表征信号的特点,可以实现信号在时间线性正则域的多

分辨率分析,处理较为复杂的信号,是信号处理领域的有力工具.人们对线性正则变换特点的掌握相对较晚.线性

正则变换拓展了小波变换的局限性,线性正则变换具有额外的3个自由参数,更加灵活,并经常用于时频分析和非

平稳信号处理.线性正则变换保留了小波变换的多分辨率分析,但是其理论体系还不太完整,存在许多与信号处理

相关的理论需要进行完善.本文在线性正则变换与小波变换的基础上,首先给出了线性正则小波函数的容许性条件

与正则性条件,其次研究了一类新型线性正则小波卷积与相关定理,最后利用所得定理,研究了线性正则小波域的

滤波设计.
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Abstract:Linearcanonicalwavelettransformisthecharacteristicofcombininglinearcanonicaltransform
andwavelettransformcharacterization,whichcanrealizethemulti-resolutionanalysisofsignalinthe
time-linearcanonicaldomain,processingmorecomplexsignals.Ithasbeenprovedtobeapowerfultoolin
signalprocessingfield.Peoplegraspthecharacteristicsoflinearcanonicaltransformationrelativelylate.
Linearcanonicaltransformationexpandsthelimitationsofthewavelettransform,linearcanonicaltrans-
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线性正则变换[1-3]是一种比较新颖的、功能强大的信号处理工具,因其有3个自由参数,使得线性正则

变换具有更多的灵活性.傅里叶变换[4]、分数阶傅里叶变换[5]、菲涅耳变换[6]都是线性正则变换的特殊情

形.近年来,线性正则变换在解决光学系统、滤波器设计、时频分析等方面都有重要的应用[7-10].
小波变换在信号处理领域是重要的时频分析工具,在时频域分析、表征图像边缘检测、图像处理、全

聚焦图像生成等方面有广泛的应用[11-13].近年来,小波变换在信号处理中的理论与应用也逐渐引起国内外

学者的重视.文献[14]推导出了小波变换的卷积和相关定理,表明其在时频上具有相似性,并且证明了卷

积定理对加噪信号恢复的有效性.文献[15]利用一种新型卷积,给出了均匀采样和低通重构公式.文献[16]
提出了广义小波变换的卷积定理.文献[17]提出了分数阶小波变换的卷积和相关定理.文献[18]研究了小

波的希尔伯特变换,得到了更高的消失矩.由于线性正则小波变换是分数阶傅里叶小波变换的进一步拓展,
可以实现对信号在时间线性正则域的多分辨率分析,因此在信号处理中有着非常重要的作用.

本文在线性正则变换与小波变换的基础上,首先给出了线性正则小波函数的容许性条件与正则性条

件,其次研究了一类新型线性正则小波卷积与相关定理,最后利用所得定理,研究了线性正则小波域的滤

波设计.

1 预备知识

定义1[3] 函数f(x)的线性正则变换定义为

LM
f(u)=
∫R

f(x)KM(u,x)dx   B ≠0
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其中,核函数为
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j2πb
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M =(A,B,C,D)为参数矩阵,A,B,C,D ∈R,且满足AD-BC=1.
线性正则变换的逆变换表示为

f(x)=∫R
LM

f(u)K*
M(u,x)du

其中,参数矩阵M-1=(D,-B,-C,A).
当参数矩阵M =(0,1,-1,0)时,线性正则变换退化为经典的傅里叶变换

F=∫R
f(x)exp(-j2πux)dx

 性质1(叠加性) L(A2,B2,C2,D2)(L(A1,B1,C1,D1)(f(x)))=L(E,F,G,H)(f(x)).
性质2(可逆性) L(D,-B,-C,A)(L(A,B,C,D)(f(x)))=f(x).
定义2 设f∈L2(R),小波函数ψ ∈L2(R),且满足可容许性条件

Cψ =∫R

|ψ
~
(u)|2

|u|
du< ∞ (1)

则f 的小波变换定义为

Wψ
f
(a,b)=∫R

f(x)ψ*
a,b(x)dx

其中,小波基函数定义为

ψa,b(x)=
1

|a|
ψ

x-b
a

æ

è
ç
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ø
÷

a∈R+,b∈R分别代表尺度和平移参数.小波变换的逆变换为

f(x)=
1
Cψ∫∫R2

1
a2Wψ

f
(a,b)ψa,b(x)dadb
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 定义3[16] 线性正则小波变换定义为

Wψ
f,M =∫R

f(x)ψ*
M,a,b(x)dx

这里的ψM,a,b(x)为核函数,满足

ψM,a,b(x)=exp-jA(x2-b2)
2B

æ

è
ç

ö

ø
÷ψa,b(x)

它的逆变换定义为

f(x)=
1
Cψ∫∫R2

1
a2|Wψ

f,M(a,b)|2ψa,b(x)dadb

 当M =(cosθ,sinθ,-sinθ,cosθ)时,线性正则小波变换退化为分数阶小波变换

Wψ
f,α =∫R

f(x)exp-j
2
(x2-b2)cotθæ

è
ç

ö

ø
÷ψ*

a,b(x)dx

 定义4[19] 线性正则变换的卷积运算定义为

[f􀱋
A

g](x)=
1

j2πB∫R
f(τ)g(x-τ)exp-jAτ(x-τ)

B
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÷dτ

当参数矩阵M =(0,1,-1,0)时,线性正则卷积运算退化为经典的卷积运算

f(x)*h(x)=∫R
f(τ)h(x-τ)dτ

 基于传统的卷积算子,新的卷积运算可以由经典卷积运算表示为

[f􀱋
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 定义5[14] 设f 和g 是定义在R2 上的复值函数,则仅有一个变量的卷积运算分别定义为

(f􀱋1h)(x,y)=∫R
f(τ,y)h(x-τ,y)dτ

(f􀱋2h)(x,y)=∫R
f(x,τ)h(x,y-τ)dτ

 定义6[19] 线性正则变换的相关运算定义为

[f☉
A

h](x)=SAS*
A∫R

f(τ)h*(τ-x)expjAx(τ-x)
B

æ

è
ç

ö

ø
÷dτ

当参数矩阵M =(0,1,-1,0)时,线性正则变换的相关运算退化为

(f☉h)(x)=∫R
f(τ)h*(τ-x)dτ

 定义7[14] 如果f 和g 是定义在R2 上的复值函数,仅有一个变量的相关形式分别为

(f☉1h)(x,y)=∫R
f(τ,y)h*(τ-x,y)dτ

(f☉2h)(x,y)=∫R
f(x,τ)h*(x,τ-y)dτ

 定义8[14] 给定函数f∈L2(R),h∈L2(R2),它们的广义卷积定义为

(f􀱋􀱋h)(x)=∫R
f(τ)h(x,τ)dτ

 引理1[14] 设ψf ∈L2(R)和ψh ∈L1(R)∩L2(R)是两个容许性小波,令Wψf
f
,Wψh

h 分别表示函数

f∈L2(R),h∈L1(R)∩L2(R)具有母小波ψf
,ψh 的小波变换,如果g=(f*h),ψg =(ψf*ψh),那么

就有

Wψg
g
(a,b)=

1
a
(Wψf

f 􀱋2Wψh
h )(a,b)

 引理2[17] 设ψf ∈L2(R)和ψh ∈L1(R)∩L2(R)是两个容许性小波,令Wψf
f,α
,Wψh

h,α 分别表示函数
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f∈L2(R),h∈L1(R)∩L2(R)具有母小波ψf
,ψh 的分数阶小波变换,如果g=(f*h),ψg=(ψf*ψh),

那么就有

Wψg
g,α
(a,b)=

1
a
(Wψf

f,α 􀱋2W
ψh
h,α)(a,b)

 引理3[14] 设ψf ∈L2(R),ψh ∈L1(R)∩L2(R)是两个容许性小波,令Wψf
f
,Wψh

h 分别表示函数

f∈L2(R),h∈L1(R)∩L2(R)具有母小波ψf
,ψh 的小波变换,如果g=(f☉h),ψg =(ψf☉ψh),那么

就有

Wψg
g =

1
a
(Wψf

f ☉2W
ψh
h )(a,-b)

 引理4[17] 设ψf ∈L2(R),ψh ∈L1(R)∩L2(R)是两个容许性小波,令Wψf
f,α
,Wψh

h,α 分别表示函数

f∈L2(R),h∈L1(R)∩L2(R)具有母小波ψf
,ψh 的分数阶小波变换,如果g=(f☉h),ψg=(ψf☉ψh)

那么就有

Wψg
g,α =

1
a
(Wψf

f,α☉2W
ψh
h,α)(a,-b)

 定义9[14] 设ψ ∈L2(R)为容许性小波,且有0≤ρ<N,若

Mρ
ψ =∫R

tρψ(t)dt=0

则称Mρ
ψ 为小波函数ψ 的N 阶消失矩.

引理5[14] 设ψf ∈L2(R)和ψh ∈L1(R)∩L2(R)是两个具有N1和N2阶消失矩的容许性小波,令

ψp =(ψf*ψh)和ψq =(ψf☉ψh),则ψp,ψq 也是可容许性小波并且具有Nf +Nh 阶消失矩.

2 主要研究内容

定理1 设ψf ∈L2(R)和ψh ∈L1(R)∩L2(R)是两个具有N1 和N2 阶消失矩的容许性小波,设

ψp =(ψf 􀱋
A

ψh),ψq =(ψf☉
A

ψh),则ψp,ψq 也是可容许性小波并且具有Nf +Nh 阶消失矩.
证  由于ψf ∈L2(R),ψh ∈L1(R)∩L2(R),可知ψp,ψq ∈L2(R),且有

Cψ(·)=∫R

ψ
M
(·)(w)2

|w|
dw

因为ψf 和ψh 是容许性小波,根据(1)式知道0<ψf
,ψh < ∞,根据线性正则变换的性质,得到

LM
ψp
(w)=LM

ψf
(w)LM

ψh
(w)

LM
ψq
(w)=LM

ψf
(w)LM

ψ*h
(w)

则可以得到

LM
ψp
(w)= LM

ψq
(w)= LM

ψf
(w)LM

ψh
(w)

因此,我们得出

0<Cψp
=Cψq

=∫R

LM
ψf
(w)2 LM

ψh
(w)2

|w|
dw

 因为ψh∈L1(R),则LM
ψh
(w)有界,因此存在正实数K,使得 LM

ψh
(w)≤K,由线性正则变换与傅里

叶变换的关系可得

0<Cψq
≤

K2

2πB∫R

g
~ w

B
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

w dw=
K2

2πB
Cψh < ∞

其中ψh =expjAx2

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷ψf.因此小波ψp 和ψq 满足容许性条件.

下面考虑ψp 的ρ 阶矩
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Mρ
ψp

=∫R
tρψp

(t)dt

由定义4可得

Mρ
ψp

=
1

j2πB∫R
expjAτ2

2B
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è
ç

ö

ø
÷ψf
(τ)∫R

tρψh(t-τ)expjA(t-τ)2

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷dtæ

è
ç

ö

ø
÷dτ=

1
j2πB∑

ρ

k=0
Ck

ρ∫R
τkexpjAτ2

2B
æ

è
ç

ö
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÷ψf
(τ)dτ∫R

δρ-kψh(δ)exp
jAδ2

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷dδ=

1
j2πB∑

ρ

k=0
Ck

ρM
k
ψ*f

Mρ-k
ψ*h

其中

ψ*
f (x)=expjAx2

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷ψf
(x)   ψ*

h (x)=expjAx2

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷ψh(x)

令ρ≤Nf +Nh,若k≤Nf,则有 Mk
ψf

=0,进而可得 Mk
ψ*f

=0,即有 Mρ
ψp

=0.若ρ-k≤Nh,则有

Mρ-k
ψh

=0,进而可得Mρ-k
ψ*h

=0,即Mρ
ψp

=0.因此ψp 具有Nf +Nh 阶消失矩.同理可证ψq 具有Nf +Nh 阶

消失矩,证毕.
定理2 设ψf ∈L2(R)和ψh ∈L1(R)∩L2(R)是两个容许性小波,令Wψf

f,M
,Wψh

h,M 分别表示函数

f∈L2(R),h∈L1(R)∩L2(R)具有母小波ψf
,ψh 的线性正则小波变换,如果

g= f􀱋
A

h[ ]    ψg = ψf 􀱋
A

ψh[ ]

则有

Wψg
g,M
(a,b)=

1
j2πB
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 1
a

Wψf
f,M 􀱋2W

ψh
h,M( ) (a,b)

 证  g(x)的线性正则小波可以写为

Wψg
g,M
(a,b)=

1
a
exp-jAb2

2B
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è
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ö

ø
÷×∫R

g(x)expjAx2

2B
æ

è
ç

ö
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÷ψg

x-b
a
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÷dx

其中

g(x)= f􀱋
A

h[ ] (x)=
1

j2πB∫R
f(τ)h(x-τ)exp-jAτ(x-τ)

B
æ

è
ç

ö

ø
÷dτ

ψg
x-b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷= ψf 􀱋

A

ψh[ ]
x-b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
j2πB∫R

ψf
(y)ψh

x-b
a -y
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è
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ö

ø
÷exp-jAy

x-b
a -y
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B
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÷
÷
dy

将g(x),ψg
x-b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 带入Wψg

g,M
(a,b)中,得到

Wψg
g,M
(a,b)= 1

j2πB
1

j2πB
1
a
exp

-jAb2

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷exp

-jAτ(x-τ)
B
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÷expjAx2

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷exp

-jAy
x-b
a -y
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ø
÷

B

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ×

∫∫∫R3
f τ( )h(x-τ)ψ*f (y)ψ

*
h

x-b
a -y

æ

è
ç

ö

ø
÷dτdydx =

1
j2πB
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 1
a
exp -

jA b2-x2+2τx-2τ2+
2y(x-b)

a -2y2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2B

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷∭R3

f(τ)h(x-τ)ψf
(y)ψh

x-b
a -y

æ

è
ç

ö

ø
÷dτdydx

令α=x-τ,β=b+ay-τ,且满足β2-bβ=
y(x-b)

a -τy,即

Wψg
g,M
(a,b)=

1
j2πB
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

a-
3
2∫∫∫R3

f(τ)h(x-τ)expjA(τ2-(b-β)2)
2B
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è
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ø
÷×

expjA(α2-β2)
2B
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ø
÷ψ*

f
τ-(b-β)

a
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h
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ø
÷dαdβdτ
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Wψg
g,M
(a,b)=

1
j2πB
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2 1
a

1
a∫R

f(τ)expjA(τ2-(b-β)2)
2B
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÷ψf

x-b
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1
a∫R

h(α)expjA(α2-β2)
2B
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÷ψh

α-β
a
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dβ=

1
a∫R

Wψf
f,M
(a,b-β)Wψh

h,M(a,β)dβ=

1
j2πB
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2 1
a

Wψf
f,M 􀱋2W

ψh
h,M( ) (a,b)

 定理3 设ψf ∈L2(R)和ψh ∈L1(R)∩L2(R)是两个容许性小波,令Wψf
f,M
,Wψh

h,M 分别表示函数

f∈L2(R),h∈L1(R)∩L2(R)具有母小波ψf
,ψh 的线性正则小波变换,如果

g= f☉
A

h( )    ψg = ψf☉
A

ψh( )

则有

Wψ1
f,M
(a,b)=(SAS*

A)2
1
a
(Wψf

f,M☉2W
ψh
h,M)(a,-b)

 证  g(x)的线性正则小波可以写为

Wψg
g,M
(a,b)=

1
a
exp-jAb2

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷∫R

g(x)expjAx2
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æ

è
ç

ö

ø
÷ψg

x-b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷dx

其中

g(x)= f☉
A

h[ ] (x)=SAS*
A∫R

f(τ)h*(τ-x)expjAx(τ-x)
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è
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ö

ø
÷dτ
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x-b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷= ψf☉

A

ψh[ ]
x-b
a

æ

è
ç

ö

ø
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(y)ψ

*
h y-
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æ
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ö

ø
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a
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ç

ö

ø
÷ y-
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ø
÷

B
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è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
dy

将g(x),ψg
x-b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷ 带入Wψg

g,M
(a,b)中,得到

Wψg
g,M

(a,b)= SAS*A( ) 2
1
a
exp

-jAx(τ-x)
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f(τ)h*(τ-x)ψf(y)ψ
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令α=τ-x,β=τ-b-ay,γ=τx-b2+2b,且满足

a2(β2+bβ-τα-γ)-(α-β)(τ-(β+b))=0

Wψg
g,M
(a,b)= SAS*

A( ) 2a-
3
2∫∫∫R3

f(τ)h* x-τ( )exp-jA τ2-(β+b)2( )

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷exp-jA α2-β2( )

2B
æ

è
ç

ö

ø
÷×

ψf
τ-(β+b)

a
æ

è
ç

ö

ø
÷ψ*

h
α-β
a

æ

è
ç

ö

ø
÷dαdβdτ

Wψg
g,M
(a,b)= SAS*

A( ) 2
1
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fτ( )expjA τ2-(β-b)2( )
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dβ=

1
a∫R

Wψf
f,M a,β+b( )Wψ*h

h,M a,β( )dβ=
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A( ) 2

1
a
(Wψf
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ψ*h
h,M)(a,-b)
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 注1 定理1与定理3表明,线性正则小波卷积运算与相关运算在每个尺度上是独立的,结合线性正则

小波变换可以在时频域联合表征信号特性,我们可以对给定的信号的不同尺度构造相应的空变滤波.
注2 这些定理表明,两个信号卷积的联合时频表征可以表示为两个信号在每个固定频率上的联合时

频表征在时间变量或空间变量上的卷积.
由于联合时频表征的空变滤波不同于傅里叶域的时不变滤波,因此我们可以通过以下步骤实现时变或

者空变滤波:
步骤1 给信号f(x)做线性正则小波变换Wψ

M(a,b);

步骤2 Wψ
M(a,b)乘传递函数T(a,b);

步骤3 给Wψ
M(a,b)T(a,b)做逆线性正则小波变换.

空变滤波的实现如图1所示:

图1 空变滤波的实现

下面我们给出具体分析:
设f(x)∈L2(R),ψ1,ψ2∈L1(R)∩L2(R),T(a,b)∈L2(R2),Wψ1

M (a,b)表示信号f(x)的具

有小波函数ψ1 的线性正则小波变换,

G(a,b)=Wψ
M(a,b)T(a,b) (2)

对(2)式做逆线性正则小波变换,可得

g(x)=
1

Cψ2
∫∫R2

1
a 2W

ψ1
M (a,b)T a,b( )ψ2
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1
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令

h(x,τ)=
1
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1
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则可得线性正则小波变换域空变滤波

g(x)= f􀱋􀱋h( ) (x)=∫R
f(τ)h(x,τ)dτ

3 结论

本文在线性正则变换与小波变换卷积的基础上,研究了一类新型线性正则小波变换的卷积定理与相关

定理.首先给出了线性正则小波卷积和相关的容许性条件与正则条件;其次推导出线性正则小波变换的卷

积定理;最后,利用所得卷积及其卷积定理,研究了线性正则小波变换域的滤波设计,给出了线性正则小

波域的空变滤波的设计方法.
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