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关于矩阵乘法教学设计的一些思考①

张海艳, 李卿擎, 吴素琴

陆军炮兵防空兵学院 基础部,合肥230031

摘要:本文通过发生教学法对矩阵乘法的定义进行了教学设计,根据学生的认知规律,帮助学生了解矩阵乘法的

创立过程,理解矩阵乘法的本质.特别地,从矩阵乘法的本质出发,由线性变换的复合顺序不同导致结果不同,说

明矩阵乘法不满足交换律的原因.通过比较、举反例,总结出矩阵乘法的运算规律和特点.通过分析线性方程组、

矩阵方程与矩阵乘法之间的关系,让学生体会矩阵乘法在矩阵理论中的重要性.最后结合 Matlab软件从图像处理

方面介绍了矩阵乘法的应用.教学中多次设计了与学生互动的环节,以学生为主体、教师为主导的教学模式增加了

学生在发现知识过程中的学习投入和情感投入,激发了学生学习数学的内在动机,培养了学生发现知识的能力,提

高了学生分析问题和解决问题的能力.
关 键 词:发生教学法;矩阵乘法;线性变换;图像处理

中图分类号:G642.0     文献标志码:A     文章编号:1000 5471(2022)12 0118 07

SomeIdeaontheTeachingDesignforMatrixMultiplication
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Abstract:Thearticledesignsthedefinitionofmatrixmultiplicationthroughthegenerationteachingmeth-
od.Accordingtothecognitivelawsofstudents,ithelpsstudentstounderstandthecreationprocessofma-
trixmultiplicationandtheessenceofmatrixmultiplication.Inparticular,startingfromtheessenceofma-
trixmultiplication,wenoticethatdifferentcompositeordersoflineartransformationsleadtodifferentre-
sults,whichshowsthatmatrixmultiplicationdoesnotsatisfythecommutativelaw.Then,theoperation
rulesandcharacteristicsofmatrixmultiplicationaresummarizedbycomparisonandnegativeexamples.By
analyzingtherelationshipbetweenlinearequations,matrixequationsandmatrixmultiplication,students
canrealizetheimportanceofmatrixmultiplicationinmatrixtheory.Finally,theapplicationofmatrixmul-
tiplicationisintroducedfromtheaspectofimageprocessingcombinedwithMatlabsoftware.Theinterac-
tionwithstudentshasbeendesignedformanytimesinteaching.Teachingof“Student-centered,teacher-
led”increasesstudents􀆳learninginputandemotionalinputintheprocessofdiscoveringknowledge,stimu-
latesstudents􀆳intrinsicmotivationtolearnmathematics,cultivatesstudents􀆳abilitytodiscoverknowledge
andexcellentintelligence,andimprovesstudents􀆳abilitytoanalyzeandsolveproblems.
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《教育部关于一流本科课程建设的实施意见》(教高〔2019〕8号)中指出:“课程目标坚持知识、能力、素

质有机融合,培养学生解决复杂问题的综合能力和高级思维.课程设计增加研究性、创新性、综合性内容,
加大学生学习投入,科学‘增负’,让学生体验‘跳一跳才能够得着’的学习挑战”.因此我们要积极探索教学

的新方法,创新教学模式,提高本科教育质量,培养符合新时代要求的大学生.对大学数学的教学,要实现此

目标,必须推行数学教学改革,增加数学教学难度,拓展数学教学深度,把数学课堂变成启迪智慧的场所.
随着大数据时代的发展,互联网在源源不断地产生各种结构的海量数据[1],其中包含了大量的非结构

化数据,对这些数据的处理离不开矩阵理论.矩阵运算是线性代数课程教学中重要的知识点之一,而矩阵

乘法又是矩阵理论中最重要的运算之一.多数教师在讲授这部分内容时会直接给出矩阵乘法的公式,然后

再解释公式的含义.有许多文献对矩阵乘法的教学方法做了探讨.文献[2]介绍了发生教学法的理论基础和

在矩阵运算教学中的应用.文献[3]从实际生活背景引入,讲解了矩阵乘法的理论部分.文献[4]也从实际应

用背景出发,详细地分析了矩阵乘法的运算法则和特征.文献[5]主要从行和列的角度对矩阵乘法进行了拓

展.文献[6]分别从数学角度和图形学角度讨论了矩阵乘数,矩阵乘向量和矩阵乘矩阵.文献[7]从不同维度

的空间变换探讨了矩阵乘法不满足乘法交换律的问题.文献[8]从实例出发解释了矩阵乘法规则的自然性

和科学性.为培养学生知其然、知其所以然的数学素养,激发学生的探索精神和创新精神,本文基于发生教

学法,从矩阵乘法定义的历史背景(即知识发生的源头)讲起,让学生认识一般矩阵乘法定义的来源,理解

矩阵乘法的本质.通过比较和举反例,得出矩阵乘法的运算性质,特别地,从本质出发让学生深刻理解为什

么矩阵乘法不满足交换律,让学生知其然并知其所以然.通过矩阵乘法将线性方程组写成矩阵方程的形式,
启发学生在解决问题时要抓住事物的本质.最后通过学生们熟悉的图像编辑软件,引入数学实验,拓展数

学应用[9],加深同学们对矩阵乘法和矩阵理论强大运用的认识.

1 教学策略

矩阵作为数学工具之一,在现代科学中的应用日益突出,在机器学习、图像处理、无人驾驶、电子工程

等方面有着非常重要的应用[10].矩阵源起于数的思想,是数的拓展,即数阵.矩阵与数类似,可以进行运

算.然而,矩阵乘法与数乘相比,过程比较复杂,初学者不理解为什么要这样定义.在教学中,教师可以通

过矩阵乘法被创造的过程讲起,带领学生领悟知识的创造过程,促使学生对知识理解得更加深刻和透彻.
教师通过知识的发生过程了解人类是如何获得某些认识的,从而对学生应该如何领悟这些认识做出更

好的再创造,这种方法称为发生教学法.发生教学法借鉴历史引入主题,保护学生猎奇的天性,通过引导学

生重现知识的再发现过程,培养学生的创造力和创新精神.布鲁纳发现学习理论认为,只有学生自己亲自

发现的知识才是真正属于他自己的东西.教学目的不该是学生记住教师和教科书上所陈述的内容,而是要

培养学生发现知识的能力,从而培养学生卓越的智力.这样学生就好比得到了打开知识大门的钥匙,可以

独立前进了.

2 教学过程

2.1 追根溯源

矩阵加法的定义要求必须是两个同型矩阵才可以施行,只需将对应位置上的元素相加,即可得到两矩

阵的和矩阵.在定义矩阵乘法时,同学们自然地会想到(1)式的定义方法
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即将两个同型矩阵对应位置上的元素相乘,得到它们的乘积矩阵.历史上的确有人曾经这样定义矩阵的乘

积,这种乘积称为矩阵的Hadamard乘积[11].
如今,Hadamard乘积在算法中经常使用,然而在当时的基础数学领域,这种定义方法缺乏实际的应用

背景和理论价值,没有被推广开来.历史有其偶然也有其必然,现在广泛应用的矩阵乘积被称为一般的矩

阵乘积,它是由英国数学家阿瑟·凯莱在研究线性变换的复合时提出来的.矩阵乘积的这一定义推动了矩

阵理论的快速发展.目前,矩阵乘积是矩阵理论中最重要的运算之一.
矩阵的创立是用来解线性方程组问题的,与线性方程组关系非常密切的一类问题即是线性变换问题.
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凯莱在研究线性变换的复合时,将线性变换所对应的矩阵之间的运算关系定义为矩阵乘法.
一般矩阵乘法的由来:
1)线性变换的本质

由变量x1,x2,…,xn 到变量y1,y2,…,ym 的线性变换

y1=a11x1+a12x2+…+a1nxn

y2=a21x1+a22x2+…+a2nxn

︙

ym =am1x1+am2x2+…+amnxn

ì
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的本质是一个由实数空间Rn 到实数空间Rm 的映射,即多维空间上的映射,可见这个映射可以将n维空间

中的元素映射到m 维空间当中.高等数学中学习过数集上的映射以及映射的复合,学生自然会想知道线性

变换的复合是什么样的.
2)矩阵乘法的定义

根据

z1=a11y1+a12y2+a13y3

z2=a21y1+a22y2+a23y3
{ (2)

y1=b11x1+b12x2

y2=b21x1+b22x2

y3=b31x1+b32x2

ì
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(3)

计算可得由变量x1,x2 到z1,z2 的线性变换

z1=(a11b11+a12b21+a13b31)x1+(a11b12+a12b22+a13b32)x2

z2=(a21b11+a22b21+a23b31)x1+(a21b12+a22b22+a23b32)x2
{ (4)

 线性变换(4)是先做线性变换(3),再做线性变换(2)的结果,即是线性变换(2)与(3)的复合,称为(2)
与(3)的乘积.由于线性变换与其系数矩阵是一一对应的关系,3个线性变换所对应的矩阵分别为A,B 和

C,此时称矩阵C 是矩阵A 与B 的乘积,记作C=AB[12].
2.2 理论探究学习

2.2.1 小组讨论,发现规律

通过让学生观察,总结出矩阵C 中元素与A 和B 中元素之间的关系为

cij =∑
3

k=1
aikbkj   i=1,2;j=1,2 (5)

 根据(5)式的运算规则,分组讨论,共同解决以下问题:

1)是否任意两个矩阵都能施行乘法运算?
2)请确定乘积矩阵C 中元素的构成和C 的形式.
通过学生分享讨论结果,使学生掌握矩阵能相乘的条件,即左矩阵的列数等于右矩阵的行数.相乘的

计算方法为左行右列法 ———矩阵乘积元素cij 等于左矩阵的第i行与右矩阵的第j列对应元素乘积之和.乘
积矩阵的行列数 ——— 左矩阵的行数为乘积矩阵的行数,右矩阵的列数为乘积矩阵的列数等.最后共同总结

出矩阵乘法的一般定义:
定义1 设A=(aij)是一个m×p 矩阵,B=(bij)是一个p×n 矩阵,C=(cij),如果

cij =ai1b1j +ai2b2j +…+aipbpj =∑
p

k=1
aikbkj   i=1,2,…,m;j=1,2,…,n

则称矩阵C=(cij)m×n 为矩阵A 与矩阵B 的乘积,记作C=AB.
传统的教学理念认为学生知识、技能的获得均来于教师,所以教师在授课时往往不考虑学生的感受,

将知识与技能满堂灌.近年来一直在提倡应以学生为主体、教师为主导的方式进行教学[13].通过学生课堂

上讨论并分享讨论结果的方式,充分发挥学生在课堂上的主体作用,增加学生在发现知识过程中的学习投

入和情感投入,提高学生学习数学的内在动机.学生在讨论中碰撞出知识的火花,一步步打开真理的大门,
深刻掌握知识点的同时,提高语言表达能力和知识讲授能力,增强学好数学的勇气和自信心.
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2.2.2 做比较,总结规律

在学习矩阵加减法时,我们是通过与实数的加减法比较[14]引出的,其运算规律与实数的加减法运算规

律较为一致,由此继续引导学生思考矩阵乘法的运算规律又是如何? 是否仍然和实数乘法的运算规律一

致? 引导学生总结出矩阵乘法的运算规律.
表1 数的乘法与矩阵乘法之间的联系与区别

数的乘法 矩阵乘法

不同点

任意两个实数都可以相乘
两个矩阵相乘要求左矩阵A 的列数必须等于右矩
阵B 的行数

交换律ab=ba 一般地AB ≠BA

消去律  若a≠0且ab=ac,则b=c;
特别地,若ab=0时,则a=0或b=0.

若A ≠O 且AB =AC,不能断定B =C;
特别地,若AB=O时,不能断定A=O或B=O,
其中O 为零矩阵.

相同点

结合律  (ab)c=a(bc) (AB)C =A(BC)

分配律  (a+b)c=ac+bc;
a(b+c)=ab+ac

左分配律A(B+C)=AB+AC
右分配律 (A+B)C =AC+BC

2.2.3 举反例,溯本求源

在说明矩阵乘法一般不满足交换律和消去律时,最直接的方法就是举反例.
例1 设

A=
1 0
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 计算AC,AB 和BA.
由AC=O,可以进一步说明矩阵相乘不满足消去律.
从计算结果中可知,AB ≠BA,即矩阵乘法不满足交换律.矩阵乘法的这一特点与数的乘法有很大的

区别,为什么会有这样的结果呢? 这里从矩阵乘法的本质来说明:
例1中矩阵A 所对应的线性变换为平面上任意一个向量关于x 轴的投影变换,即

x1=x
y1=0{

B 所对应的线性变换为绕原点逆时针旋转90°的旋转变换,即

x2=xcosφ-ysinφ
y2=xsinφ+ycosφ{

其中φ=
π
2.

下面考虑A 与B 所对应的线性变换对平面R2 中任意向量复合作用后的效果,不妨取R2 中的一个元素

p=(2,3)(p 在平面中可以代表向量).
AB 所对应的复合线性变换作用于p,指先将向量p绕原点逆时针旋转90°,再对得到的向量p1向x 轴

作投影,变换后的结果为p2=(-3,0)(见图1);

图1 p2=(-3,0)

BA 所对应的复合线性变换作用于p,指先对向量p作x 轴的投影,得到向量p3,再绕x 轴逆时针旋转90°,
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结果为p4=(0,2)(见图2).

图2 p4=(0,2)
因此线性变换复合的顺序不一样,结果也往往不一样,所以,矩阵乘法运算一般不满足交换律.此处,

AB 称为A 左乘B,BA 可称为A 右乘B.矩阵乘法运算满足分配律,但是由于其不满足交换律,分配律区分

为左分配律和右分配律.
2.3 矩阵方程与线性方程组之间的关系

在解二元一次方程组和三元一次方程组的过程中,发现方程组的系数对方程组的解起决定性作用.事实

上,大约在公元前1世纪,我国的《九章算术》的“方程”章中就叙述了一个三元线性方程组的解法,当时用算

筹将未知数的系数和常数项排列成一个长方阵,运用遍乘直除算法求解,这就是矩阵最早的雏形,遍乘直除算

法就是现今矩阵的初等变换.以算法体系为特征的中国传统数学,为世界数学的发展开创了新观念[15].
行列式和矩阵都是伴随着解线性方程组而产生的,都是通过对方程组的系数进行处理而达到解方程的

目的.行列式用来解未知量个数与方程个数相等的线性方程组.1850年,西尔维斯特在研究未知量个数与

方程个数不相等的线性方程组时,行列式不能使用,提出了矩阵一词,表示一项由 m 行n 列元素组成的矩

形阵列,这是最早矩阵一词的使用.根据矩阵乘法的运算规则,含有n个未知数,m 个方程的线性方程组

a11x1+a12x2+…+a1nxn =b1
a21x1+a22x2+…+a2nxn =b2

︙

am1x1+am2x2+…+amnxn =bm

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

可以写成矩阵乘法的形式.令
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则线性方程组可记作Ax=b.此式可看成是矩阵相乘的特殊形式.其中A称为矩阵方程的系数矩阵,x 称为

未知数矩阵,b称为常数项矩阵.未知量是矩阵的方程称为矩阵方程.
这一形式可以推广到更一般的情形,令

X=

x11 x12 … x1p

x21 x22 … x2p
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   B=

b11 b12 … b1p
b21 b22 … b2p
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bm1 bm2 … bmp
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矩阵方程AX=B可看作是由系数矩阵相同的p个线性方程组组成的.求矩阵方程的解是后续课程中的重要

内容.矩阵乘法的一般定义,将求线性方程组的解的问题转换成了求矩阵方程的问题,极大地简化了线性

方程组的求解问题,这也是矩阵乘法在矩阵论中相当重要的原因.
利用矩阵乘法将线性方程组写成矩阵方程的形式,只需对矩阵进行相应的处理即可方便快捷地解决线

性方程组的解的问题.启发学生在解决问题时要善于抓住问题的本质,做到事半功倍.
2.4 矩阵乘法在图像处理中的应用

矩阵乘法在图像处理中有着非常重要的应用.我们对图片的数字化处理实质上就是对图片所对应的矩

阵进行相应的运算.为了理解这点,以一个简单的例子说明.
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例2 将图3中矩形的4个顶点绕原点逆时针旋转90°,

图3 矩形OABC
点O,A,B,C 所对应的点坐标作为列向量构成的矩阵为

G=
0 3 3 0
0 0 2 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

绕原点逆时针旋转90°的线性变换所对应的矩阵为

R=
cosπ2 -sin

π
2

sinπ2 cosπ2

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

对O,A,B,C 这4个点同时做线性变换,就是用R 左乘G,计算RG,得到旋转后的4个点构成的矩阵为

F=
0 0 -2 -2
0 3 3 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

旋转后的4个点记为O,A',B',C',对应图像为

图4 矩形OA'B'C'
注意,此处仅仅是将矩形的4个顶点进行了旋转.
一般地,对一张图片进行旋转,本质上是用旋转变换所对应的矩阵左乘图片所对应的像素矩阵.具体

地用 Matlab软件进行演示,如图5,即是将战斗机图片逆时针旋转30°,

图5 战斗机图片

另外,利用矩阵的运算可以实现对图片的剪切、伸缩以及图片信息的隐藏等.将相应的 Matlab程序发

送到智慧平台,供学有余力的学生课后学习和操作.利用人们常用的图像编辑,引起学生学习的兴趣,使学
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生认识到矩阵乘法运算的广泛应用,更加重视矩阵理论的学习.

3 小结

本文利用发生教学法,根据学生认知规律,从矩阵乘法的创立过程出发,对矩阵乘法的内容进行了教

学设计,带领学生重新经历矩阵乘法的创造过程,理解矩阵乘法的本质是线性变换的复合.通过课堂小组

讨论,总结得出矩阵乘法运算规则和运算规律的特点,从本质出发阐述矩阵乘法一般不满足交换律的原因.
这个过程,不仅是学生掌握数学知识的过程,更是学生发展创造力,培养科学精神的过程.而后分析了线性

方程组与矩阵方程之间的关系,让学生进一步理解了矩阵乘法运算的现实意义.最后从学生常用的图像处

理的角度探讨了矩阵乘法的应用,让学生深刻体会到知识来源于实践,概念的创造是用来解决问题的,不

是凭空创造出来的.通过 Matlab的实验操作和课后练习,让学生熟悉数学软件的使用,体会矩阵理论和数

学软件的强大应用,培养学生的抽象思维和逻辑思维,加强学生们未来学以致用、学以善用的综合能力和

水平[16].
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