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薄区域上随机Ginzburg-Landau方程的

稳态测度极限行为①
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摘要:研究了三维薄区域上由白噪声驱动的随机Ginzburg-Landau方程的稳态测度极限行为.通过分析相应的统计

解和稳态测度,考虑非线性项的弱收敛,获得了当薄区域厚度ε趋近于0时,三维薄区域上随机Ginzburg-Landau

方程的稳态测度收敛于二维区域上随机Ginzburg-Landau方程的稳态测度.进一步地,当薄区域厚度ε和粘性系数

υ同时趋近于0时,三维薄区域上随机Ginzburg-Landau方程的稳态测度收敛于二维区域上非线性Schrödinger方程

的稳态测度.

关 键 词:随机Ginzburg-Landau方程;薄区域;稳态测度;统计解

中图分类号:O175.29     文献标志码:A     文章编号:1000 5471(2023)01 0009 09

Steady-StateMetricLimitBehavioroftheStochastic
Ginzburg-LandauEquationoveraThinRegion

ZHONGWenhu, CHENGuangjian, ZHANGYuanyuan
SichuanKeyLaboratoryofVisualComputingandVirtualReality/

SchoolofMathematicalSciences,SichuanNormalUniversity,Chengdu610068,China

Abstract:Thispaperstudiesthesteady-statemetriclimitingbehaviorofthestochasticGinzburg-Landaue-

quationdrivenbywhitenoiseoverathree-dimensionalthinregion.Byanalyzingthecorrespondingstatisti-

calsolutionsandsteady-statemeasuresandconsideringtheweakconvergenceofthenonlinearterms,the

steady-statemeasuresofthestochasticGinzburg-Landauequationonathinthree-dimensionalregioncon-

vergetothatofthestochasticGinzburg-Landauequationonatwo-dimensionalregionwhenthethickness

ofthethinregiontendstozero.Further,thesteady-statemeasureofthestochasticGinzburg-Landauequa-

tioninthethinthree-dimensionalregionconvergestothesteady-state measureofthenonlinear

Schrödingerequationinthetwo-dimensionalregionwhenthethicknessofthethinregionandtheviscosity
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Ginzburg-Landau方程是研究不稳定波理论,描述超导现象的重要模型,最初由Ginzburg等[1]在刻画

超导相变时导出.该方程应用广泛,例如模拟色散波在流体力学等物理领域的传播[2],也应用于光学、等离

子体物理、化学反应[3]等.
本文研究三维薄区域Dε 上由白噪声驱动的随机Ginzburg-Landau方程

􀆟tu-(i+υ)Δu+iλ|u|2u= υζ
·

ε

u(0)=u0
{ (1)

其中:u为定义在[0,+∞)×Dε 上的复值函数,Dε 具有光滑的边界􀆟Dε,薄区域厚度0<ε≪1,i为复值

单位,λ>0为常数,粘性系数υ>0,ζ
·

ε 是一个 Wiener过程.赋予方程(1)周期边界条件

u(x1,x2,x3)=u(x1+2π,x2,x3)=-u(-x1,x2,x3)

u(x1,x2,x3)=u(x1,x2+2π,x3)=-u(x1,-x2,x3)

u(x1,x2,x3)=u(x1,x2,x3+2π)=-u(x1,x2,-x3)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

  x:=(x1,x2,x3)∈􀆟Dε (2)

 文献[4]证明了二维有界区域上的随机Ginzburg-Landau方程的遍历性和指数混合性.文献[5]推广了

文献[4]的结果,当有界区域的维度小于或等于4时,证明了随机Ginzburg-Landau方程的遍历性,并且得

到了稳态测度的指数估计.最近几年,文献[6-8]系统地研究了随机Ginzburg-Landau方程的遍历性与指数

混合性.关于稳态测度的极限行为,文献[9]运用区域均值化投射算子,证明了三维随机Navier-Stokes方

程的稳态测度收敛于二维随机Navier-Stokes方程的稳态测度.
本文的目的是将文献[9]的研究工作推广至方程(1).由于投射算子改变了方程(1)的结构,因此难以

保证投射算子作用后的方程(1)仍然具有耗散性质,这导致稳态测度的极限行为不易由能量估计获得.通过

弱收敛估计,得到方程(1)的稳态统计解的收敛结果,然后将收敛性质转化到稳态测度上,最终获得了方程

(1)的 稳 态 测 度 的 极 限 行 为:当ε 趋 近 于 0 时,方 程 (1)的 稳 态 测 度 收 敛 于 二 维 区 域 上 随 机

Ginzburg-Landau方程的稳态测度;进一步地,当ε,υ同时趋近于0时,方程(1)的稳态测度收敛于二维区

域上非线性Schrödinger方程的稳态测度.
本文结构如下,第一节描述三维薄区域上的随机Ginzburg-Landau方程模型,给出适定性与遍历性.第

二节给出二维区域上随机Ginzburg-Landau方程和非线性Schrödinger方程的适定性与遍历性.第三节呈现

方程(1)稳态测度的两类极限行为.

1 薄区域上的随机Ginzburg-Landau方程

1.1 空间设置

设1≤p,m < ∞,定义Sobolev空间Wm,p(Dε;C)和可积函数空间Lp(Dε;C).记所有满足(2)式

的函数u(x)∈W2,2(Dε;C)组成的空间为Wε,空间Vε 是Wε 在W1,2(Dε;C)中的闭包,空间Hε 是Wε

在L2(Dε;C)中的闭包.空间Hε 的内积为(u,v)ε=
1
εRe∫Dε

u􀭵vdx,其中u,v∈Hε,􀭵v表示v的共轭函数.

空间Lp(Dε;C),Hε,Vε 和Wε 的范数分别记为 ‖·‖Lp
ε
,|·|ε,‖·‖ε 和 ‖·‖Wε,定义域为Wε 的

Laplace算子记为Aε.
设X 是一个Banach空间,空间P(X)由所有定义在X 上的Borel概率测度组成,Cb(X)为定义在X

上的有界连续泛函空间.记(P,f)=∫X
f(z)P(dz),其中P∈P(X),f∈Cb(X).设σ>0,定义Sobolev
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空间Wσ,p(0,T;X),范数记为 ‖·‖Wσ,p(0,T;X).任给φ ∈
1
4
,1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,设

X:=L2(0,T;W2-σ,2(Dε;C))∩C(0,T;W-
3
4-σ,2(Dε;C))

Y:=L2(0,T;Wε)∩ (W1,43(0,T;L
4
3(Dε;C))+Wφ,4(0,T;Vε))

嵌入Y⊂X是紧的[10].
定义1 称一个Borel概率测度序列{Pn}⊂P(X)弱收敛于一个Borel概率测度P ∈P(X),记为

Pn⇀P,n→ ∞,如果对于任意的f∈Cb(X),满足lim
n→∞
(Pn,f)=(P,f).

1.2 白噪声与统计解

设j∈Z\{0},Wiener过程ζε 有分解形式ζε(t,x)=∑
j
bε

jβj(t)eγj
(x)+b

∧
ε
jβ
∧

j(t)eΓεj
(x),其中bε

j 与

b
∧
ε
j 是一系列实值,满足B0:=∑

j

(bε
j)2+(b

∧
ε
j)2< ∞.复值 Wiener过程βj(t)与β

∧

j(t)相互独立,算子Aε

在空间 Hε 中生成标准正交基{eγj
(x),eΓεj

(x)},相应的特征值为γj 和Γε
j.

定义2 称Pυ
ε 为方程(1)的统计解,若存在新的概率空间(Ω,F,P)以及随机过程u∧(t,x)∈Vε 和

ζ
∧

ε(t)∈Vε,满足D(u∧(t))=Pυ
ε ∈P(X),且下列条件成立:

(i)ζ
∧

ε(t)是一个 Wiener过程,且与ζε(t)同分布;

(ii)随机变量u∧(0)与 Wiener过程ζ
∧

ε(t)相互独立,且D(u∧(0))=D(u(0));

(iii)对于任意的ϕ∈Wε ∩C∞(Dε)和t≥0,随机过程u∧(t,x)满足

(u∧(t)-u∧(0),ϕ)ε +∫
t

0
(υ+i)Aεu

∧
+iλ|u∧|2u

∧ds,ϕ( )ε
=(υζ

∧

ε(t),ϕ)ε,P-a.s (3)

其中,D(u∧(t))表示随机过程u∧(t)的分布.
定义3 设Pυ

ε 为方程(1)的统计解,相应的随机过程u∧(t)∈Vε 满足定义2.称统计解Pυ
ε 是稳态的(不

变的),如果对于任意的τ >0,有 D(u∧(t))=D(u∧(τ+t)).统计解Pυ
ε 在映射u∧(·) →u∧(0)下的像

D(u∧(0))被称为Pυ
ε 的迹测度.

定义4 一个Borel概率测度μ∈P(Vε)被称为方程(1)的稳态测度,如果它对于方程(1)在空间Vε 中

定义的 Markov过程是平稳的,即任给f∈Cb(Vε),有∫Vε
f(u0)μ(du0)=∫Vε

E(f(u(t;u0)))μ(du0).

定义Vε 上的连续泛函h0(u)=
1
2|u|2ε 和h1(u)=

1
2‖u‖

2
ε +

λ
4‖u‖

4
L4ε .记B1:=∑

∞

j=1
γj(bε

j)2+

Γε
j(b

∧
ε
j)2,B2:=sup

x∈Dε∑
∞

j=1

(bε
j)2(eγj

(x))2+(b
∧
ε
j)2(eΓεj

(x))2.

1.3 适定性与遍历性

引理1[5,10] 设u0是一个Vε 值的随机变量,与ζε(t)相互独立,且满足E(h0(u0))<∞,E(h1(u0))<∞,

B1 < ∞,B2 < ∞,则对于任意的T >0,下列结论成立:

(i)方程(1)存在解uυ
ε ∈L2(0,T;Wε)∩C(0,T;Vε).解uυ

ε 在概率意义下唯一且对于t∈[0,T]有

E(|uυ
ε|2ε)+2υ∫

t

0
E(‖uυ

ε‖2ε)ds=E(|u0|2ε)+υtB0 (4)

 (ii)方程(1)的解uυ
ε(t,x)有分解形式uυ

ε =u1-u2+ υζε,其中u1=u0+∫
t

0
(υ+i)Δuυ

εds,u2=

∫
t

0
iλ|uυ

ε|2uυ
εds,且存在独立于ε,υ 的常数C,使得这个分解满足
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E(‖uυ
ε‖Y):=E(‖u1‖2W1,2(0,T;Hε)

)+E(‖u2‖
4
3

W1,
4
3(0,T;L

4
3
ε
)
)+E(‖ υζε‖4Wφ,4(0,T;Vε)

)≤C (5)

 (iii)方程(1)存在稳态测度μυ
ε ∈P(Vε),当t→ ∞ 时,方程(1)的解uυ

ε(t)依分布收敛于μυ
ε;

(iv)若存在正整数n,􀭵n,使得对于所有的1≤|j1|≤n,1≤|j2|≤􀭵n都有bε
j1
≠0,b

∧
ε
j2 ≠0,则方程

(1)的稳态测度唯一存在.
方程(1)的解uυ

ε(t)定义了一个 Markov过程[11],记Pt(u0,·):=D(uυ
ε(t;u0)).

引理2 若引理1中的假设条件都满足,则下列结论成立:

(i)存在独立于ε,υ 的常数C,使得方程(1)的稳态测度μυ
ε 满足

∫Vε
‖u‖2Wεμ

υ
ε(du)≤C (6)

 (ii)方程(1)存在唯一的稳态统计解Pυ
ε ∈P(X),且存在独立于ε,υ 的常数C,满足

∫X
‖u‖YPυ

ε(du)≤C (7)

 证  设u 为方程(1)的解,对h1(u)使用Itô公式,

dh1(u)=(∇u,∇du)ε +λ(|u|2u,du)ε +
1
2
(∇du,∇du)ε +

3
2λ
(|u|2du,du)ε ≤

-υ‖u‖2Wε
dt-3λυ(|u|2,|∇u|2)εdt+υB1dt+

3λυ|u|2εB2dt-(Δu,υdζε)ε -λ(|u|2u,υdζε)ε
于是

E(h1(u))+υ∫
t

0
E(‖u‖2Wε

)ds+3λυ∫
t

0
E(|u|2,|∇u|2)εds≤

E(h1(u0))+υB1t+3υλB2∫
t

0
E(|u|2ε)ds (8)

取 ‖u‖2Wε ≤R < ∞,运用Pt(u0,·)和Fatou引理,结合(4)式和(8)式得

∫Vε
‖u‖2Wεμ

υ
ε(du)≤∫Vε

(‖u‖2Wε ∧R)μ
υ
ε(du)≤

lim
t→∞

1
t∫Vε

(‖u‖2Wε ∧R)D(u(t))(du)≤C

其中C=B1+3B0B2,独立于ε和υ.
根据文献[12],方程(1)的稳态解存在,不妨设为u(t),于是Pυ

ε =D(u(t))就是方程(1)的稳态统计

解.若P'是方程(1)的另一个稳态统计解,则P'=D(􀭵u(t,x)),其中􀭵u(t,x)是形式上满足(3)式的方程

(1)的解.由定义2的条件(ii)知D(u(0))=D(􀭵u(0)),于是P'与Pυ
ε 具有相同的初始测度,因此P'=Pυ

ε.

最后由(5)式和Pt(u0,·)得∫X
‖u‖YPυ

ε(du)≤C,通过引理1知C 独立于ε和υ.

2 极限系统

2.1 二维区域上的随机Ginzburg-Landau方程

类似于第一节设置Dε 上的空间Lp(Dε;C),Hε,Vε,Wε,X和Y,设置二维区域上相应的空间Lp(D;

C),􀮈H,􀭾V,􀮈W,􀭹X和􀭾Y,其中D ⊂R2 为二维有界区域,具有光滑的边界􀆟D.空间Lp(D;C),􀮈H,􀭾V,􀮈W 和􀭾Y
的范数分别记为‖·‖Lp,|·|D,‖·‖D,‖·‖􀮈W 和‖·‖􀭾Y.另外,空间􀮈H 的内积记为(·,·),定义域为

􀮈W 的Laplace算子记为A.嵌入􀭾Y⊂􀭹X是紧的[10].
二维区域上的随机Ginzburg-Landau方程
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􀆟tv-(i+υ)Δv+iλ|v|2v= υζ
·

v(0)=v0
{ (9)

其中:v为定义在[0,+∞)×D 上的复值函数,ζ(t)是一个􀮈H 值的 Wiener过程.对于j∈Z\{0},过程ζ
有分解形式ζ(t,x')=∑

j
bjβj(t)e~γj

(x'),x':=(x1,x2)∈D,常数bj 满足􀭾B0=∑
j

(bj)2<∞,并且e~γj

是算子A 在􀮈H 中生成的特征函数,相应的特征值为γj.设􀭾B1=∑
∞

j=1
γj(bε

j)2,􀭾B2=sup
x'∈D∑

∞

j=1

(bε
j)2(e~γj

(x'))2.

定义􀭾V 上的连续泛函􀭹h0(v)=
1
2|v|2D 和􀭹h1(v)=

1
2‖v‖

2
D +

λ
4‖v‖

4
L4.另外,类似于方程(1),赋予方

程(9)、方程(14)和方程(15)周期边界条件,并定义相应的稳态测度和稳态统计解,后文中不再重复叙述.
引理3[5,10] 设v0 是一个􀭾V 值的随机变量,与ζ(t)相互独立,满足E(􀭹h0(v0))< ∞,E(􀭹h1(v0))<

∞,􀭾B1 < ∞,􀭾B2 < ∞,则对于任意的T >0,下列结论成立:

(i)方程(9)存在解vυ ∈L2(0,T;􀮃W)∩C(0,T;􀭾V).解vυ 在概率意义下唯一,且对于t∈[0,T]有

E(|vυ|2D)+2υ∫
t

0
E(‖vυ‖2D)ds=E(|v0|2D)+υt􀭾B0 (10)

E(􀭹h1(vυ))+υ∫
t

0
E(‖vυ‖2􀮈W)ds+3λυ∫

t

0
E(|vυ|2,|∇vυ|2)ds≤

E(􀭹h1(v0))+υ􀭾B1t+3υλ􀭾B2∫
t

0
E(|vυ|2D)ds (11)

 (ii)方程(9)存在稳态测度μυ ∈P(􀭾V),且存在独立于υ 的常数C,满足

∫􀭾V
‖v‖2􀮈Wμυ(dv)≤C (12)

 (iii)若存在正整数n,使得对于所有的1≤|j|≤n 都有bj ≠0,则方程(9)的稳态测度唯一存在;

(iv)若(iii)中的假设条件成立,则方程(9)存在唯一的稳态统计解Pυ∈P(􀭹X),且存在独立于υ的常数

C,满足

∫􀮃X
‖v‖􀭾YPυ(dv)≤C (13)

2.2 非线性Schrödinger方程

给出二维有界区域D 上的非线性Schrödinger方程

􀆟tv-iΔv+iλ|v|2v=0 (14)

和三维薄区域Dε 上的非线性Schrödinger方程

􀆟tu-iΔu+iλ|u|2u=0 (15)

由于λ>0,方程(14)和方程(15)的解唯一存在[13].
引理4[13] 若初值v0 ∈􀭾V,满足􀭹h0(v0)< ∞,􀭹h1(v0)< ∞,则方程(14)存在稳态测度μ 和稳态解

v(t,x'),且μ=D(v(0)).
引理5[13] 若初值u0∈Vε,满足h0(u0)<∞,h1(u0)<∞,则方程(15)存在稳态测度με 和稳态解

uε(t,x),且με =D(uε(0)).

定义映射Kε:Hε →􀮈H,(Kεu)(x')=
1
ε∫

ε

0
u(x',x3)dx3 和映射K*

ε :􀮈H →Hε,(K*
εv)(x)=

v(x',0).对于测度μ∈P(Vε),记Kεμ 表示μ 在Kε 作用下的像,满足(Kεμ,f)=(μ,K*
εf),其中f∈

Cb(􀭾V).定义算子K
∧

ε:Hε →Hε,(K
∧

εu)(x)=K*
εKεu=v(x',0),其中v(x')=(Kεu)(x').算子K

∧

ε

定义了空间 Hε 上的一个正交投影,与算子Aε 在空间Hε 中生成的正交投影相同[9].记id 为恒等映射,于
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是 Hε =K
∧

εHε 􀱇I
∧

εHε,其中K
∧

ε +I
∧

ε =id.另外,算子K
∧

ε 和I
∧

ε 满足下列性质[9]:

(i)K
∧

ε􀆟xi =􀆟xi
K
∧

ε,I
∧

ε􀆟xi =􀆟xi
I
∧

ε,i=1,2;

(ii)(Kεu,v)=(u,K*
εv)ε,∀u∈Hε,∀v∈􀮈H;

(iii)|I
∧

εu|ε ≤ε|􀆟3I
∧

εu|ε,∀u∈Vε.

3 稳态测度的极限行为

3.1 区域投射极限

定理1 若引理1与引理3中的假设条件都成立,且极限

lim
ε→0∑j (b

ε
j -bj)2=0 (16)

成立.设μυ
ε 是方程(1)的稳态测度,Pυ

ε 是方程(1)的稳态统计解,则下列结论成立:

(i)定义在􀭾V 上的Borel概率测度序列{Kεμυ
ε}有弱收敛Kεμυ

ε⇀μυ,ε→0,其中μυ 是方程(9)的唯一

稳态测度;

(ii)定义在􀭹X上的Borel概率测度序列{KεPυ
ε}有弱收敛KεPυ

ε⇀Pυ,ε→0,其中Pυ 是方程(9)的唯一

稳态统计解.
证  由于(6)式和(7)式对于ε一致成立,运用Prokhorov定理[11]得,分别定义在空间􀭾V 和􀭹X上的概

率测度集族{Kεμυ
ε}ε 和{KεPυ

ε}ε 存在弱收敛的子序列,不妨设

Kεjμ
υ
εj
⇀μυ,j→ ∞ (17)

Kεj
Pυ

εj
⇀Pυ,j→ ∞ (18)

下面分别证明Pυ 是方程(9)的稳态统计解,μυ 是方程(9)的稳态测度.
运用Skorokhod定理构建一个新的概率空间(Ω,F,P),以及随机过程 Kεj

u∧υεj(t)和v∧υ(t),满足

Kεj
Pυ

εj =D(Kεj
u∧υεj(t))和Pυ =D(v∧υ(t)),且

Kεj
u∧υεj(t)→v∧υ(t),j→ ∞,P-a.s. (19)

由于Pυ
εj

是方程(1)的稳态统计解,因此u∧υεj(t)是方程(1)的稳态解.记v:=Kεj
u∧υεj(t),于是

(v(t)-v(0),ϕ)+∫
t

0
((υ+i)Av+iλKεj

(|u∧υεj(t)|
2u∧υεj(t)),ϕ)ds=

(Kεjζεj
(t),ϕ),∀t≥0,∀ϕ∈􀮈W ∩C∞(D),P-a.s.

取e:=ϕ=e~γj
,并记

Ξεj
e :=(v(t)-v(0),e)+∫

t

0
((υ+i)Av+iλKεj

(|u∧υεj(t)|
2u∧υεj(t)),e)ds

考虑iλKεj
(|u∧υεj|

2u∧υεj)和iλ(|Kεj
u∧υεj|

2Kεj
u∧υεj)之间的逼近.记u:=u∧υεj,于是

S1:=|(iλKεj
(|u|2u),e)-(iλ(|v|2v),e)|=

|(iλKεj
(|u|2K*

εj
Kεj

u),e)+(iλKεj
(|u|2I

∧

εj
u),e)-(iλ(|v|2v),e)|≤

|(iλKεj
(|u|2K*

εj
v),e)-(iλ(|v|2v),e)|+|(iλKεj

(|u|2I
∧

εj
u),e)|:=

J1+J2 (20)

运用Hölder不等式和Young不等式得

J1=|(iλKεj
(|u|2K*

εjv),e)-(iλ(|v|2v),e)|=
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|(iλ(|K
∧

εj
u+I

∧

εj
u|2-|v|2)K*

εj
v,K*

εj
e)ε|≤

|(iλ|I
∧

εj
u|2K*

εj
v,K*

εj
e)ε|+|(2iλ(I

∧

εj
u)·|K*

εj
v|2,K*

εj
e)ε|≤

λC·sup
x'∈D
{|e(x')|}(‖I

∧

εj
u‖2L4ε |v|D +‖v‖2L4|I

∧

εj
u|ε)≤

εjλC·sup
x'∈D
{|e(x')|}(‖u‖2Wε +‖v‖2􀮈W +‖u‖4ε +‖v‖4D +‖u‖2ε +‖v‖2D) (21)

J2=|(iλKεj
(|u|2I

∧

εj
u),e)|≤

εjλC·sup
x'∈D
{|e(x')|}|u|2L4ε |I

∧

εj
u|ε ≤

εjλC·sup
x'∈D
{|e(x')|}(‖u‖2Wε +‖u‖4ε +‖v‖2D) (22)

 记ψ(t):=(‖u‖2Wε +‖v‖2􀮈W +‖u‖4ε +‖v‖4D +‖u‖2ε +‖v‖2D),结合(20)-(22)式得

S1 ≤εjλC·supx'∈D
{|e(x')|}ψ(t) (23)

(23)式表明当εj →0时,iλKεj
(|u|2u)弱收敛于iλ(|v|2v).由(23)式和Chebyshev不等式[14]得,对

于任意的δ>0有

P∫
t

0
S1ds>δ{ }≤εjCe,λ,δ∫

t

0
E(ψ(s))ds≤εjC

∧

e,λ,δ (24)

其中常数C
∧

e,λ,δ 不依赖εj.(19)式和(24)式表明

Ξεj
e →Ξe,εj →0,P-a.s (25)

其中

Ξe:= v(t)-v0-∫
t

0
(i+υ)Δv(s)-iλ|v(s)|2v(s)ds,e( )

由Ξεj
e =(ζεj

,K*
εj
e)ε 知,对于任意的e1≠e2∈{e~γj

},有Ξεj
e1

和Ξεj
e2

相互独立,因此Ξe1
和Ξe2

也是相互

独立的,于是(25)式表明存在一个与ζ同分布的Wiener过程,替换到方程(9)中满足v是方程(9)的解.通

过定义2知Pυ 是方程(9)的统计解,唯一性由引理3给出.最后,(18)式蕴含了Pυ 的稳态性.

由引理1知,定义在􀭾Vε 上的有界泛函f(v)=‖v‖2􀮈Wε
满足1

t∫
t

0
(D(u∧υεj(s)),K

*
εjf(v))ds≤C,其中

常数C 不依赖εj,从而有

1
t∫

t

0
(D(v∧υ(s)),f(v))ds=lim

εj→0

1
t∫

t

0
(Kεj

D(u∧υεj(s)),f(v))ds
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤C (26)

记μυ
t:=

1
t∫

t

0
(D(v∧υ),·)ds,运用Prokhorov定理,结合(26)式得序列{μυ

t}存在弱收敛的子序列,不妨设

μυ
t⇀μυ,t→ ∞.通过文献[15]得μυ 就是方程(9)的稳态测度.运用Fatou引理得

lim
j→∞
(Kεjμ

υ
εj
,g(v))=lim

j→∞
lim
t→∞

1
t∫

t

0
(Kεj

D(u∧υεj(s)),g(v))ds
æ

è
ç

ö

ø
÷=

lim
t→∞

1
t∫

t

0
(D(v∧υ(s)),g(v))ds

æ

è
ç

ö

ø
÷=

(μυ,g(v)),∀g∈Cb(􀭾Vε) (27)

(27)式表明Kεjμ
υ
εj

弱收敛于方程(9)的稳态测度μυ.通过引理3知,v∧υ(t)是方程(9)的稳态解,从而有

μυ =D(v
∧υ(0)),于是μυ 是Pυ 的迹测度.又由(17)式和(18)式知,μυ 也是Pυ 的迹测度,所以

μυ =μυ
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唯一性由引理3给出.

3.2 粘性消失极限

定理2 若引理1与引理3中的假设条件都成立,(16)式成立,且􀭹h0(v0)< ∞,􀭹h1(v0)< ∞,

h0(u0)<∞ 和h1(u0)< ∞.设μυ
ε 是方程(1)的稳态测度,Pυ

ε 是方程(1)的稳态统计解,则

(i)定义在􀭾V 上的Borel概率测度序列{Kεμυ
ε}有弱收敛Kεμυ

ε⇀μυ,ε→0,其中μυ 是方程(9)的唯一

稳态测度.进一步地,μυ⇀μ,υ→0,其中μ 是方程(14)的稳态测度.
(ii)定义在􀭹X上的Borel概率测度序列{KεPυ

ε}有弱收敛KεPυ
ε⇀Pυ,ε→0,其中Pυ 是方程(9)的唯一

稳态统计解.进一步地,Pυ⇀P:=D(􀭵v(t)),υ→0,其中􀭵v(t)是方程(14)的稳态解.
(iii)结论(i)和结论(ii)中的收敛顺序与ε,υ 无关,即当ε,υ→0时,有μυ

ε⇀μ,Pυ
ε⇀P.

证 运用Prokhorov定理,结合(6)式和(7)式得序列{Kεμυ
ε}0<ε,υ≤1 和{KεPυ

ε}0<ε,υ≤1 分别存在弱收敛

的子序列,不妨设

Kεjμ
υj
εj
⇀μ,j→ ∞ (28)

Kεj
Pυj

εj
⇀P,j→ ∞ (29)

由Skorokhod定理知,存在随机过程Kεj
u∧υεj(t)和v∧(t),满足Kεj

Pυj
εj =D(Kεj

u∧υjεj)和P=D(v∧),且

Kεj
u∧υjεj →v∧,j→ ∞,P-a.s (30)

记v:=Kεj
u∧υjεj,u:=u∧υjεj,对于任意的e∈ {e~γj

},考虑下面两个逼近:

S2:=|((i+υj
)Kεj

Aεu-iAv,e)|=|(υj∇v,∇e)|≤υjCe‖v‖D (31)

S3:=|(υjKεjζ
·

εj
,e)| (32)

结合(23),(31)和(32)式得

S1+S2+S3 ≤εjλC·sup
x'∈D
{|e(x')|}ψ(t)+υjCe‖v‖D +|(υjKεjζ

·

εj
,e)| (33)

运用Chebyshev不等式,结合(4),(8),(10),(11)和(33)式得,对于任意的δ>0有

P∫
t

0
S1+S2+S3ds>δ{ }≤ (εj +υj)􀭺Ce,δ,λ (34)

其中􀭺Ce,δ,λ 与εj,υj 无关.于是(30)式和(34)式表明

Ξεj
e →ξe,εj,υj →0,P-a.s (35)

其中

ξe:=(v(t)-v0-∫
t

0
iΔv(s)-iλ|v(s)|2v(s)ds,e)

接下来,使用定理1中的方法,由(35)式推出结论(i)和结论(ii)成立.
通过(34)式知,在取极限的过程中,εj 和υj 相互独立.于是,使用定理1中的方法,并在形式上重复定

理1的证明过程,结合(6),(7),(12)和(13)式得到下列收敛结果:

μ
υj
εj
⇀μεj

,υj →0;Kεjμεj
⇀μ,εj →0

Pυj
εj
⇀Pεj

:=D(uεj
(t)),υj →0;Kεj

Pεj
⇀P,εj →0

其中,μεj
和uεj

(t)分别是方程(15)的稳态测度和稳态解,故结论(iii)成立.
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