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改进Douglas分裂方法求解反应扩散方程的

全离散误差分析①
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摘要:ARRARÁSA等人提出的数值求解反应扩散方程的二阶改进Douglas分裂方法只对线性反应扩散方程进行

了时间半离散误差分析.以此为基础,该文对非线性反应扩散方程进行了全离散误差分析.
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Abstract:Thesecond-ordermodifiedDouglassplittingmethodforsolvingreaction-diffusionequationspro-
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反应扩散方程的应用非常广泛,比如斑图动力学[1]、图灵结构[2]、非线性波[3]、孤子或螺旋波[4]、时空

混沌[5].然而,由于这类系统存在刚性项和非线性项的耦合,所以想要有效和精确地模拟这些系统是十分

困难的.到目前为止,关于反应扩散方程数值解法的研究已经有了很多[6-18],例如:隐显式方法[6]、隐显式

Runge-Kutta方法[7]、线性隐式Runge-Kutta方法[8]、指数时间差分法[9]、混合Runge-Kutta方法[10]、指

数积分法[11]等.
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本文主要利用改进Douglas分裂方法[12]求解反应扩散方程,该方法具有良好的稳定性且计算速度很

快.但在该文献中,作者只对线性反应扩散方程进行了时间半离散误差分析得到了二阶收敛的结论.对于非

线性反应扩散方程的全离散误差分析在文献中尚未提到.本文的主要目的是对非线性反应扩散方程进行全

离散误差分析.
本文的结构安排如下:第一节主要介绍二维非线性反应扩散方程空间、时间离散方法;第二节给出了

所构造的数值格式的全离散误差分析;第三节给出了几个空间二维及三维的数值算例;最后在第四节给出

简短的总结.

1 离散方法

1.1 空间离散

我们考虑配备齐次Dirichlet边界条件或齐次Neumann边界条件下的二维非线性反应扩散方程

∂u
∂t=αΔu+f(x,y,t,u), (x,y)∈Ω,t∈ [t0,T]

u(x,y,0)=u0(x,y), (x,y)∈Ω

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

其中:Δu=
∂2u
∂x2+

∂2u
∂y2
,Ω=[a,b]×[a,b].

对方程(1)进行空间离散,令N 为正整数,取空间步长h=
b-a
N +1

,令xi=x0+ih,yi=y0+ih,i=

1,2,…,N.利用二阶中心差分法在(xj,yk)处对空间进行二阶导数离散得到

∂2u(xj,yk,t)
∂x2 =

u(xj-1,yk,t)-2u(xj,yk,t)+u(xj+1,yk,t)
h2 +O(h2)

∂2u(xj,yk,t)
∂y2 =

u(xj,yk-1,t)-2u(xj,yk,t)+u(xj,yk+1,t)
h2 +O(h2)

从而得到半离散系统

∂uj,k(t)
∂t =

uj-1,k(t)-2uj,k(t)+uj+1,k(t)
h2 +

uj,k-1(t)-2uj,k(t)+uj,k+1(t)
h2 +

fj,k(t,uj,k(t)),1≤j,k≤N

(2)

其中:uj,k(t)为u(xj,yk,t)的近似解,fj,k(t,uj,k(t)):=f(xj,yk,t,uj,k(t)).结合齐次Dirichlet边

界条件,半离散化系统(2)可改写成矩阵形式

U'=AU+F(t,U) (3)

其中:A=-
α
h2
(IK+K I),I是单位矩阵, 表示Kronecker积,且

K=

2 -1 … 0 0

-1 2 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 2 -1

0 0 … -1 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

U=[u1,1(t),…,uN,1(t),u1,2(t),…,uN,2(t),…,u1,N(t),…,uN,N(t)]T

F(t,U)=[f1,1(t,u1,1(t)),…,fN,1(t,uN,1(t)),…,f1,N(t,u1,N(t)),…,fN,N(t,uN,N(t))]T

 若为齐次Neumann边界条件时,
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K=

2 -2 … 0 0

-1 2 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 2 -1

0 0 … -2 2
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1.2 时间离散

在进行时间离散时,利用改进Douglas分裂方法[12]求解半离散系统(3),将其改写为

U'=A1U+A2U+F(t,U)

其中:A1=-
α
h2IK,A2=-

α
h2K I.于是得到全离散 ModifiedDouglasSplitting格式

U
-

n+1=Un +τ[A1Un +A2Un +F(tn,Un)]

Z0=U
-

n+1+
τ
2
[F(tn+1,U

-

n+1)-F(tn,Un)]

Z1=Z0+
τ
2
(A1Z1-A1Un)

Z2=Z1+
τ
2
(A2Z2-A2Un)

Un+1=Z2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(4)

 注意在 ModifiedDouglasSplitting格式的每一个时间步长下,我们只需要求解一些系数矩阵为I

(I+
ατ
2h2K)或(I+

ατ
2h2K)I的线性方程组,而由Kronecker积的性质,可以转化为求解系数矩阵为三对

角矩阵I+
ατ
2h2K 的多右端项线性方程组.

2 收敛性分析

由半离散系统(3)进行分析得方程(1)的精确解格式

U
~

=AU
~

+F(t,U
~
)+Rh (5)

其中:U
~
(t)=[u1,1(t),…,uN,1(t),u1,2(t),…,uN,2(t),…,u1,N(t),…,uN,N(t)]T,‖Rh‖ ≤c1h2.

c1 为正常数,本文中所采用的范数 ‖·‖ 均考虑2 范数.利用常数变易公式可得

U
~
(tn+1)=e

τAU
~
(tn)+∫tn+1

tn
e
(tn+1-s)A(F(s,U

~
(s))+Rh)ds (6)

其中,eτA 是矩阵指数.令s=tn +v,利用中点公式,则等式(6)可化为

U
~
(tn+1)=e

τAU
~
(tn)+τe

τ
2AFtn +

τ
2
,U

~

tn +
τ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷+τe

τ
2ARh +O(τ3)=

eτAU
~
(tn)+τe

τ
2AF(tn,U

~
(tn))+F(tn +τ,U

~
(tn +τ))

2 +

τe
τ
2ARh +O(τ3)

(7)

因为A=-
α
h2 IK+K I( ) =A1+A2,而A1,A2 可交换,即A1A2=A2A1.同时,由Kronecker积的

性质,有eA1+A2 =eA1eA2 =eA2eA1.于是展开式(7)可得
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U
~
(tn+1)=e

τA1eτA2U
~
(tn)+τe

τ
2A1e

τ
2A2F(tn,U

~
(tn))+F(tn +τ,U

~
(tn +τ))

2 +τe
τ
2ARh +O(τ3)

由指数函数有理逼近得

eτA = I+
τ
2A

æ

è
ç

ö

ø
÷ I-

τ
2A

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

+O(τ3),e
τ
2A = I-

τ
2A

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

+O(τ2)

所以可得到精确解表达为

U
~
(tn+1)= I-

τ
2A1

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

I+
τ
2A1

æ

è
ç

ö

ø
÷ I-

τ
2A2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

I+
τ
2A2

æ

è
ç

ö

ø
÷U

~
(tn)+

τ I-
τ
2A1

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

I-
τ
2A2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1 F(tn,U
~
(tn))+F(tn +τ,U

~
(tn +τ))

2
é

ë
êê

ù

û
úú+

τe
τ
2ARh +O(τ3)

(8)

消去式(4)中的中间变量得到数值解表达式为

Un+1= I-
τ
2A1

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

I+
τ
2A1

æ

è
ç

ö

ø
÷ I-

τ
2A2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

I+
τ
2A2

æ

è
ç

ö

ø
÷Un +

τ
2 I-

τ
2A1

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

I-
τ
2A2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

[F(tn,Un)+F(tn+1,U
-

n+1)]
(9)

 假设1 假设F(t,U)满足Lipschitz条件,即存在L >0,对 ∀U1,U2∈RN2,∀t∈ [t0,T],有

‖F(t,U1)-F(t,U2)‖ ≤L‖U1-U2‖

 引理1 对 ∀τ>0有

‖ I-
1
2τAj

æ

è
ç

ö

ø
÷-1‖ ≤1,‖ I-

1
2τAj

æ

è
ç

ö

ø
÷-1I+

1
2τAj

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ≤1,j=1,2

 证  因为A1 对称负定,则A1 的特征值μk <0,k=1,…,N2.于是,

‖ I-
1
2τA1

æ

è
ç

ö

ø
÷-1‖=ρ I-

1
2τA1

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

æ

è
ç

ö

ø
÷= max

1≤k≤N2

1

1-
1
2τμk

<1

‖ I-
1
2τA1

æ

è
ç

ö

ø
÷-1I+

1
2τA1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖=ρ I-

1
2τA1

æ

è
ç

ö

ø
÷-1I+

1
2τA1

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷= max

1≤k≤N2

1+
1
2τμk

1-
1
2τμk

<1

同理可证A2 的情况.
定理1 若假设1成立,则 ModifiedDouglasSplitting方法是二阶收敛的,即

‖Un+1-U
~
(tn+1)‖ ≤c(h2+τ2)

其中c为正常数.
证  将精确解表达式(8)与数值解表达式(9)作差后取范数,由引理1和Lipschitz条件得

‖Un+1-U
~
(tn+1)‖ ≤ ‖Un -U

~
(tn)‖+

τ
2‖F

(tn,Un)-F(tn,U
~
(tn))‖+

τ
2‖F

(tn+1,U
-

n+1)-F(tn+1,U
~
(tn+1))‖+‖τe

τ
2ARh‖+c2τ3 ≤

‖Un -U
~
(tn)‖+

τ
2L‖Un -U

~

tn( ) ‖+
τ
2L‖U

-

n+1-U
~

tn+1( ) ‖+

‖τe
τ
2ARh‖+c2τ3

(10)

其中c2 为正常数.由
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U
~
(tn+1)=U

~
(tn)+τU

~
(tn)'+O(τ2),U

~
(tn)'=A1U

~
(tn)+A2U

~
(tn)+F(tn,U

~
(tn))+Rh

得到

U
~
(tn+1)=U

~
(tn)+τ(A1U

~
(tn)+A2U

~
(tn)+F(tn,U

~
(tn))+Rh)+O(τ2)

因为

U
-

n+1=Un +τ(A1Un +A2Un +F(tn,Un))

所以

‖U
-

n+1-U
~
(tn+1)‖ ≤ ‖Un -U

~
(tn)‖+‖τ(A1+A2)(Un -U

~
(tn))‖+

‖F(tn,Un)-F(tn,U
~
(tn))‖+c3τ2+c1τh2

则有

‖U
-

n+1-U
~
(tn+1)‖ ≤ ‖Un -U

~
(tn)‖+τω‖Un -U

~
(tn)‖+L‖Un -U

~
(tn)‖+c3τ2+c1τh2 (11)

其中:ω=‖A1+A2‖,c3 为正常数.将式(11)代入式(10)可得

‖Un+1-U
~
(tn+1)‖ ≤ 1+

2L+L2+Lωτ
2 τæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Un -U

~
(tn)‖+‖τe

τ
2ARh‖+c3τ3+c1τ2h2+c2τ3

 因为A 对称负定,故A=QDQT,其中,Q 是正交矩阵,D 为对角矩阵且特征值小于0.而 ‖e
τ
2A‖ ≤

‖e
τ
2D‖=max

λ∈σ(D)
|e

τ
2λ|<1,‖τe

τ
2ARh‖ ≤τ‖e

τ
2A‖·‖Rh‖ ≤c1τh2.于是

‖Un+1-U
~
(tn+1)‖ ≤ 1+

2L+L2+Lωτ
2 τæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Un -U

~
(tn)‖+c1τh2+c3τ3+c1τ2h2+c2τ3

记en+1=‖Un+1-U
~
(tn+1)‖,令β=

2L+L2+Lωτ
2

,则

en+1 ≤ (1+βτ)en +c1τh2+c3τ3+c1τ2h2+c2τ3

依此类推得

en+1 ≤ (1+βτ)n+1e0+
(1+βτ)n+1-1

β
(c1h2+c3τ2+c1τh2+c2τ2)

而由e0=0,1+βτ≤e
βτ,则en+1≤

eατ
(n+1)-1
α

(c1h2+c3τ2+c1τh2+c2τ2).记c~=max{c2+c3,c1+c1τ},

令c=
2e

(T-t0)(2L+L2+Lωτ)
2 -2

2L+L2+Lωτ
c~,得到

‖Un+1-U
~
(tn+1)‖ ≤c(h2+τ2)

3 数值实验

下面给出反应扩散方程的数值算例,主要对收敛性分析进行数值验证,实验是通过 Matlab实现的.
算例1 考虑二维反应扩散方程 (1),其中,Ω=[0,1]2,t∈ [0,1].边界条件为齐次Dirichlet边界

条件,以及初始条件

u(x,y,0)=sin(2πx)sin(2πy)

其中,扩散项为

f(x,y,t,u)=u-u3+e-t(8π2-2)sin(2πx)sin(2πy)+e-3tsin3(2πx)sin3(2πy)

该问题的精确解为u(x,y,t)=e-tsin(2πx)sin(2πy).在表1中给出了实验结果,其中,h=
1

N +1
,τ=
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1
M
,取N =19,39,79,159,319,639,M =20,40,80,160,320,640时,计算给定空间步长与时间步长下,数

值解与精确解的最大模误差、对应的收敛阶和计算时间,相应的计算结果如表1所示.
表1 二维反应扩散方程计算结果

h=τ 最大模误差 收敛阶 计算时间/s

1
20 7.7160e-03 - 0.0094

1
40 1.9265e-03 2.0019 0.1915

1
80 4.8212e-04 1.9985 0.2472

1
160 1.2064e-04 1.9987 1.4722

1
320 3.0179e-05 1.9991 11.380

1
640 7.5471e-06 1.9996 99.680

  通过表1的结果,我们可以得出误差关于h,τ 是二阶精度的,与收敛性分析是一致的.
算例2 考虑三维反应扩散方程

∂u
∂t=

∂2u
∂x2+

∂2u
∂y2+

∂2u
∂z2+f(x,y,z,t,u)

其中:Ω=[0,1]3,t∈ [0,1].边界条件为齐次Dirichlet边界条件,以及初始条件

u(x,y,z,0)=sin(2πx)sin(2πy)sin(2πz)

其中,扩散项为

f(x,y,z,t,u)=u-u3+e-t(12π2-2)sin(2πx)sin(2πy)sin(2πz)+e-3tsin3(2πx)sin3(2πy)sin3(2πz)

该问题的精确解为u(x,y,z,t)=e-tsin(2πx)sin(2πy)sin(2πz).在表2中我们给出了实验结果,其中,

h=
1

N +1
,τ=

1
M
,取N =19,39,79,159,M =20,40,80,160时,计算给定空间步长与时间步长下,数值

解与精确解的最大模误差、对应的收敛阶和计算时间,相应的计算结果如表2所示.
表2 三维反应扩散方程计算结果

h=τ 最大模误差 收敛阶 计算时间/s

1
20 1.5500e-02 - 0.0566

1
40 3.4000e-03 2.1887 0.6472

1
80 8.1319e-04 2.0639 11.2688

1
160 1.9756e-04 2.0413 179.5287

  通过上表的结果,我们可以得到三维反应扩散方程可以利用同样的方法进行求解,得到的误差关于h,

τ 也是二阶精度的.
算例3 考虑二维Schnackenberg方程组

∂u
∂t=-Ku(-Δu)+γ(a-u+u2v)

∂v
∂t=-Kv(-Δv)+γ(b-u2v)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中:Ω=[0,L]2,t∈ [0,T].边界条件为齐次Neumann边界条件,以及初始条件
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u(x,y,0)=1-e-10 x-
1
3( ) 2+ y-

1
2( ) 2[ ] ,v(x,y,0)=e-10 x-

1
3( ) 2+2 y-

1
2( ) 2[ ]

该方程组没有精确解,利用该方法进行求解.取N =101,M =8000时,其中,a=0.1305,b=0.7695,

γ=100,Ku =0.05,Kv =1,当L=1,T=0.5,1,2,3时,得到数值解u(x,y,t)的图像如图1所示.

图1 数值解

4 结论

参考文献[12]中针对反应扩散方程提出了一类二阶改进Douglas分裂方法,该方法具备良好的稳定性
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且计算速度快的特点,但作者仅仅给出了该方法针对线性问题的半离散误差分析.而本文主要采用空间二

阶中心差分方法对空间方向进行离散,利用改进Douglas方法对时间方向进行离散得到相应的 Modified

DouglasSplitting全离散格式.对该格式进行收敛性分析,证明该全离散格式关于空间和时间步长是二阶

收敛的结论.最后借助相关数值实验算例进行收敛性验证.
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