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二元对称多项式空间的幂和基①
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摘要:对称多项式在许多领域都有重要的应用,对称多项式空间的基复杂多样.本文主要研究二元对称多项式空间

的幂和基,给出构造幂和基的一个递推方法.根据此方法能够得到二元对称多项式空间的多组基.
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Abstract:Symmetricpolynomialshaveimportantapplicationsinmanyfields,andthebasesforthespaceof
symmetricpolynomialsarecomplexanddiverse.Inthispaper,westudythepowersumbasesforthespace
ofsymmetricpolynomialsin2variables,andgivearecursivemethodtoconstructthepowersumbases.
Basedonthismethod,wecanobtainmanybasesforthespaceofsymmetricpolynomialsin2variables.
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给定正整数k,设f(x)=f(x1,x2,…,xk)是域K 上的一个多项式,若对{1,2,…,k}的任意一个

排列ω,有

f(x1,x2,…,xk)=f(xω(1),xω(2),…,xω(k))
则称f(x)是一个k元对称多项式.令Λk 为所有k元对称多项式构成的向量空间,则

Λk =⊕
n≥0

Λk
n

其中Λk
n 为所有k元n次齐次对称多项式构成的子空间.对称的概念出现在很多领域中[1-4],而对称多项式在

组合数学[5-10]、对称群和一般线性群表示[11-13]、几何[14]以及数学物理[15-17]等领域都有重要的应用.本文主

要研究线性空间Λk 的基.
首先,给出一些基本概念及记号.
给定正整数n,如果非负整数序列λ= (λ1,λ2,…,λk)满足λ1≥λ2≥…≥λk 且λ1+λ2+…+λk =n,
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则称λ为n的一个分拆,记为λ|n,λi 称为λ的部分,并称l(λ)=#{i:λi>0}为λ的长度.令Par(n)表
示n的所有分拆构成的集合,记Par=∪

n ≥0
Par(n).假设λ|n,且λ有ji 个部分等于i,记λ=<1j12j2…>,或

简记为λ=1j12j2….由定义知,整数分拆可以看成元素为正整数的有限多重集,对λ=<1i12i2…>,μ=
<1j12j2…>,令λ∪μ=<1i1+j12i2+j2…>.

给定非负整数序列α=(α1,α2,…,αk),记xα=xα1
1xα2

2 …xαk
k .设λ=(λ1,λ2,…,λk)|n,定义单项

式对称多项式为

mλ =∑
α

xα

其中α取遍λ的所有不同排列.
对正整数i,定义

ei=
∑

1≤j1<…<ji≤k
xj1
…xji  1≤i≤k

0 i>k

ì

î

í
ïï

ïï

hi= ∑
1≤j1≤…≤ji≤k

xj1
…xji

及

pi=∑
k

j=1
xi

j

给定分拆λ= (λ1,λ2,…,λl),定义初等对称多项式eλ=eλ1eλ2
…eλl

,完全齐次对称多项式hλ=hλ1hλ2
…hλl

以及幂和对称多项式pλ =pλ1pλ2
…pλl.

命题1[8] 对任意正整数n,
{mλ:λ|n,l(λ)≤k} (1)
{eλ:λ|n,λ1 ≤k} (2)
{hλ:λ|n,λ1 ≤k} (3)
{pλ:λ|n,l(λ)≤k} (4)

都是Λk
n 的基.

注  文献[8]的推论7.8.2实际给出的是(1),(2),(3)式以及

{pλ:λ|n,λ1 ≤k} (5)
是Λk

n 的基.根据证明提示容易证明(1),(2),(3),(4)式是Λk
n 的基.但(5)式也是Λk

n 的基这一事实的证明则

需要用到对称多项式基本定理.为了文章的完整性,下面给出这一命题的证明.
命题2 对任意正整数n,{pλ:λ|n,λ1 ≤k}是Λk

n 的一组基.
证  由文献[8]的推论7.7.6,

ei=∑
λ|i
ελz-1

λpλ

其中对λ= <1j12j2…>|i,有zλ=1j1j1! 2j2j2! …,ελ= (-1)i-l
(λ).由对称多项式基本定理知,{e1,e2,…,ek}

是Λk 的代数独立生成元,所以{p1,p2,…,pk}是Λk 的生成元.因此

Λk
n =span{pλ:λ|n,λ1 ≤k}

由命题1,{eλ:λ|n,λ1≤k}是Λk
n 的一组基,而{pλ:λ|n,λ1≤k}与{eλ:λ|n,λ1≤k}是同基数的,

所以{pλ:λ|n,λ1 ≤k}是Λk
n 的一组基.

定义1 给定正整数n,设A 是Par(n)的子集,若

{pλ(x1,x2,…,xk):λ∈A} (6)
线性无关(相关),则称A 是k 线性无关(相关)的.记

p(n,k)=#{λ:λ|n,l(λ)≤k}
若A 是k 线性无关的且|A|=p(n,k),则称(6)式为Λk

n 的一组幂和基.
由命题1及命题2知
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s1(n,k)={pλ(x1,x2,…,xk):λ|n,l(λ)≤k}
及

s2(n,k)={pλ(x1,x2,…,xk):λ|n,λ1 ≤k}
都是Λk

n 的幂和基.令

s(n,k)={pλ(x1,x2,…,xk):λ|n}
自然地,我们会问是否s(n,k)的任意p(n,k)元子集都是Λk

n 的幂和基.答案是否定的,例如:n=4,k=2
时,p(4,2)=3,且有

p(1,1,1,1)(x1,x2)=(x1+x2)4=
3(x2

1+x2
2)(x1+x2)2-2(x3

1+x3
2)(x1+x2)=

3p(2,1,1)(x1,x2)-2p(3,1)(x1,x2) (7)
即p(1,1,1,1)(x1,x2),p(2,1,1)(x1,x2),p(3,1)(x1,x2)线性相关.

一般地,n≥4时,对任意μ|(n-4),在(7)式左右两端同时乘pμ(x1,x2),得Λ2
n 的一组线性关系

pμ∪(1,1,1,1)(x1,x2)=3pμ∪(2,1,1)(x1,x2)-2pμ∪(3,1)(x1,x2)
因此s(n,2)的任意包含{pμ∪(1,1,1,1)(x1,x2),pμ∪(2,1,1)(x1,x2),pμ∪(3,1)(x1,x2)}的p(n,2)元子集

都是线性相关的.更一般地,我们有:
命题3 设A 是Par(n)的一个p(n,k)元子集,若存在μ∈Par,及A'⊆Par,使得 A'是k 线性

相关的,且{λ∪μ:λ∈A'}⊆A,则A 也是k 线性相关的.
本文主要研究Λk

n 的幂和基.一般地,刻画Λk
n 的幂和基是很困难的事情,本文考虑k=2时的特殊情形,

给出一个构造Λ2
n 的幂和基的递推方法,主要结果如下:

定理1 设A ⊆Par(n),令

A'=
{μ:μ=λ*或μ=λ∪ (1),λ∈A}  n=2r-1
{μ:μ=λ∪ (1),λ∈A} n=2r{

其中λ*|(n+1)且各部分都是偶数.若{pλ:λ∈A}是Λ2
n 的幂和基,则{pλ:λ∈A'}是Λ2

n+1 的幂和基.
证  对正整数n,有

{λ:λ|n,l(λ)≤2}= (n,0),(n-1,1),(n-2,2),…,n-⌊n2」,⌊n2」
æ

è

çç

ö

ø

÷÷{ }
其中⌊t」表示不大于t的最大整数,则p(n,2)=⌊n2」+1.对0≤i≤⌊n2」,有

m(n-i,i)(x1,x2)=
xi
1xn-i

2 +xn-i
1 xi

2  n-i>i
xi
1xn-i

2 n-i=i{
由命题1,m(n-i,i)(x1,x2):0≤i≤⌊

n
2
」{ } 是Λ2

n 的基.

当n=2r时,p(n,2)=p(n+1,2)=r+1,由A 线性无关易知A'也线性无关,即{pλ:λ∈A'}是
Λ2

n+1 的幂和基.
当n=2r-1时,|A|=r,将A 中分拆按反字典序排列为λ1,λ2,…,λr,则存在s(0≤s≤r),使得

A'中的分拆按反字典序排列为λ1∪ (1),λ2∪ (1),…,λs ∪ (1),λ*,λs+1∪ (1),…,λr ∪ (1).对任意1≤
i,j≤r,记cij 表示pλi(x1,x2)中xn-j+1

1 xj-1
2 的系数,即

pλi(x1,x2)=ci1m(n,0)(x1,x2)+ci2m(n-1,1)(x1,x2)+…+cirm(r,r-1)(x1,x2)=

∑
1≤j≤r

cijm(n-j+1,j-1)
(x1,x2)

以下用反证法证明当n=2r-1时,A'也线性无关.若不然,则存在常数a1,a2,…,ar,使得

pλ*(x1,x2)=a1pλ1∪(1)(x1,x2)+a2pλ2∪(1)(x1,x2)+…+arpλr∪(1)(x1,x2)=

∑
r

i=1
aipλi∪(1)

(x1,x2) (8)
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一方面,考虑到

pλi∪(1)
(x1,x2)=pλi(x1,x2)p1(x1,x2)=

[ci1m(n,0)(x1,x2)+ci2m(n-1,1)(x1,x2)+…+cirm(r,r-1)(x1,x2)]·(x1+x2)=
ci1m(n+1,0)(x1,x2)+(ci1+ci2)m(n,1)(x1,x2)+(ci2+ci3)m(n-1,2)(x1,x2)+…+
(ci(r-1)+cir)m(r+1,r-1)(x1,x2)+2cirm(r,r)(x1,x2)

因此我们有

∑
r

i=1
aipλi∪(1)

(x1,x2)=

∑
r

i=1
ai· ci1m(n+1,0)(x1,x2)+∑

r-1

j=1

(cij +ci(j+1))m(n-j+1,j)(x1,x2)+2cirm(r,r)(x1,x2)[ ] =

∑
r

i=1
aici1( )m(n+1,0)(x1,x2)+∑

r-1

j=1
∑
r

i=1
ai(cij +ci(j+1))[ ]m(n-j+1,j)(x1,x2)+

2∑
r

i=1
aicir( )m(r,r)(x1,x2) (9)

另一方面,设λ* =<2m24m4…2rm2r>,则我们有

pλ*(x1,x2)=(x2
1+x2

2)m2(x4
1+x4

2)m4…(x2r
1 +x2r

2 )m2r =

∑
n+1

j=0
∑

j2,j4,…,j2r
2j2+4j4+…+2rj2r=j

m2

j2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m4

j4
æ

è
ç

ö

ø
÷ …

m2r

j2r
æ

è
ç

ö

ø
÷xj

1xn+1-j
2 =

∑
r

j=0
∑

j2,j4,…,j2r
2j2+4j4+…+2rj2r=j

m2

j2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m4

j4
æ

è
ç

ö

ø
÷ …

m2r

j2r
æ

è
ç

ö

ø
÷m(n+1-j,j) (10)

将(9),(10)式代入(8)式并比较m(n+1-j,j)(0≤j≤r)的系数得如下r+1个等式:

∑
r

i=1
aici1=1

∑
r

i=1
ai(cij +ci(j+1))=

∑
j2,j4,…,j2r

2j2+4j4+…+2rj2r=j

m2

j2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m4

j4
æ

è
ç

ö

ø
÷ …

m2r

j2r
æ

è
ç

ö

ø
÷    2|j

0 2|/j

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,1≤j≤r-1

2∑
r

i=1
aicir =

∑
j2,j4,…,j2r

2j2+4j4+…+2rj2r=r

m2

j2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m4

j4
æ

è
ç

ö

ø
÷ …

m2r

j2r
æ

è
ç

ö

ø
÷   2|r

0 2|/r

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(11)

由前r个等式,有

∑
r

i=1
aici1+∑

r-1

j=1

(-1)j∑
r

i=1
ai(cij +ci(j+1))=

(-1)r-1∑
r

i=1
aicir =

1+∑
r-1

j=1
∑

j2,j4,…,j2r
2j2+4j4+…+2rj2r=j

m2

j2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m4

j4
æ

è
ç

ö

ø
÷ …

m2r

j2r
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú >0

因此当r为偶数时,∑
r

i=1
aicir <0;当r为奇数时,∑

r

i=1
aicir >0,这与(11)式矛盾.

根据定理1,从Λ2
4的9组幂和基出发,可以得到Λ2

5的9组幂和基,取λ* ∈{(6),(4,2),(2,2,2)},
可以得到Λ2

6的27组幂和基.一般地,应用定理1我们可以得到Λ2
n 的很多组幂和基,但是根据计算机编程,

当n较大时得到的幂和基只占Λ2
n 的所有幂和基的一小部分,如何刻画Λ2

n 甚至更一般的Λk
n 的幂和基则有待
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进一步研究.除此以外,在接下来的研究工作中,我们还将考虑与本研究有关的其他问题,比如:

1)令c(n,k)表示Λk
n 的幂和基的个数,研究数列{c(n,k)}的组合性质;

2)如何刻画Λk
n 的其他特殊形式的基,如完全齐次基、Schur基.
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