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一类带记忆项半线性时间分数阶

σ-发展方程解的爆破①

何鑫海, 陈雪丽, 杨晗

西南交通大学 数学学院,成都611756

摘要:研究了一类带记忆项半线性时间分数阶σ-发展方程解的爆破,通过构造合适的测试函数,在非线性项指数

满足一定条件时证明了解的有限时刻爆破,并得到了生命跨度的上界估计,且所得到的指数p 的范围在极限情形

下与经典爆破结论一致.
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Blow-UpforaClassofSemilinearTimeFractionalOrder
σ-DevelopmentEquationwithMemoryTerm
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Abstract:Theblow-upofaclassofsemilineartime-fractionalorderσ-developmentequationsolutionswith
memorytermsisstudied.Byconstructingasuitabletestfunction,thefinitetimeblow-upofthesolutionis
provedwhentheindexofthenonlineartermsatisfiescertainconditionsandtheupperboundestimateof
thelifespanisobtained,andtherangeoftheobtainedindexisconsistentwiththeclassicalblow-upcon-
clusioninthelimitcase.
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本文研究以下半线性时间分数阶σ 发展方程的柯西问题:

􀆟1+αt u+(-Δ)σu=∫
t

0
(t-τ)-γ|u|pdτ   t≥0,x∈Rn

u(0,x)=εu0,ut(0,x)=0   x∈Rn

ì

î

í
ïï

ïï
(1)

其中α∈(0,1),σ≥1,γ∈(0,1),p>1,ε充分小.􀆟1+αt u为1+α阶Caputo型分数阶导数,定义为
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􀆟1+αt u=Dα
0|t
(ut)   Dα

0|tf=􀆟t(J1-α
0|tf) (2)

这里

Jβ
0|tf(t)=

1
Γ(β)∫

t

0
(t-τ)β-1f(τ)dτ   β>0,t>0

为Riemann-Liouville型积分,Γ(β)为Gamma函数.算子(-Δ)σ 定义为

(-Δ)σu=F-1(|ξ|2σu
∧
)   u

∧
(ξ)=F(u)(ξ)=∫Rn

e-iξxudx

 上述时间分数阶σ 发展方程(1)在物理学、力学和其他应用科学中有着大量应用[1-3],通常用于刻画具

有幂律变特性的粘弹性介质中机械波的传播问题,也可描述介于扩散和波传播模型的中间现象,且这种现

象通常发生在粘弹性介质中,融合了表现波传播的类固体材料和支持扩散过程类流体材料的特性,近年来

关于该类方程解的适定性研究引起了不少研究者的关注[4-7].
注意到非线性项有如下性质

∫
t

0
(t-τ)-γ|u(τ,·)|pdτ=Γ(1-γ)J1-γ

0|t |u(t,·)|p

进而有

lim
γ→1-

Γ(1-γ)∫
t

0
(t-τ)-γ|u(τ,·)|pdτ=|u(t,·)|p

因此,当指数γ→1- 且参数α,σ取极限情形时,本文所研究的非线性记忆项的柯西问题(1)可转化为非线

性项为|u|p 的经典问题.探讨问题(1)与经典柯西问题解的性质之间的联系是一件很有意义的事情.
当α=0,σ=1,γ=1时,问题(1)转化为如下半线性热传导方程的柯西问题:

􀆟tu-Δu=|u|p   t≥0,x∈Rn

u(0,x)=u0   x∈Rn{
文献[8]给出了其临界指数p

~

=1+
2
n
,即在p>p

~
时该问题在小初值情况下存在整体解,1<p≤p

~
时该

问题的解在有限时刻爆破.对于超临界与次临界的情形,文献[8]分别进行了解的整体存在性与爆破证明,
对于临界的情形,文献[9-10]研究了解的爆破情况.

当α=0,σ=1,γ∈ (0,1)时,问题(1)则转化为如下带记忆项半线性热传导方程的柯西问题:

􀆟tu-Δu=∫
t

0
(t-τ)-γ|u|pdτ   t>0,x∈Rn

u(0,x)=u0   x∈Rn

ì

î

í
ïï

ïï

文献[11]证明了在

p≤på =max
1
γ
,pγ{ }   pγ =1+

4-2γ
(n-2+2γ)+

时解在有限时刻爆破,并证明了p>på 时小初值情况下存在整体解,此处

(n-2+2γ)+=max{0,n-2+2γ}
可以看到当γ→1- 时,此时的临界指数与Fujita临界指数一致.

当α=1,σ=1,γ=1时,问题(1)转化为如下半线性波动方程的双初值问题:

􀆟2tu-Δu=|u|p   t≥0,x∈Rn

u(0,x)=u0,ut(0,x)=u1   x∈Rn{ (3)

文献[12]在

1<p<p
-

=1+
2

n-1
   n≥2

和p>1,n=1时证明了解在有限时刻爆破.根据Strauss猜想[13],问题(3)的临界指数p0(n)为二次方程

(n-1)p2-(n+1)p-2=0
的正根,并且在n≥2,p>p0(n)时,问题(3)在小初值情况下存在整体解,在p≤p0(n)时问题(3)的
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解在有限时刻爆破.文献[14-16]在超临界情况下针对不同空间维数证明了整体解的存在性,文献[17-18]
在临界情况下、文献[19-20]在次临界情况下分别针对不同空间维数证明了解的有限时刻爆破.

对于时间分数阶方程,当α∈(0,1),σ=1,γ=1时,问题(1)转化为如下时间分数阶扩散 波动方程

的柯西问题:

􀆟1+αt u-Δu=|u|p   t≥0,x∈Rn

u(0,x)=u0,ut(0,x)=u1   x∈Rn{
文献[4]得到了在小初值情况下,u1=0及u1 ≠0时该问题的两个临界指数,分别为

p
~

=1+
2

n-2+2(1+α)-1

p
-

=1+
2

n-2(1+α)-1

当α→0+ 时,p
~

→1+
2
n

为Fujita临界指数,当α→1- 时p
-

→1+
2

n-1
,这与文献[12]所得到的指数相

对应.
文献[6]证明了当小初值u0 ∈L1(Rn)∩L∞(Rn)且指数满足

p>pc =1+
2σ(2+α-γ)

2σ(γ-α-1)+(1+α)n
时问题(1)存在唯一整体解.那么在1<p≤pc 时,问题(1)的解又有怎样的性质呢? 本文拟通过构造合

适的测试函数,在1<p<pc 与p=pc 的情形下于不同空间维数中分别证明解在有限时刻爆破,并得到生

命跨度上界的估计.下面给出本文主要结论.
定理1 当α∈ (0,1),σ≥1,γ∈ (0,1)时,假设初值u0 ∈L1(Rn)∩L2(Rn)且满足

∫Rn
u0(x)dx>0 (4)

若

1<p<pc n>
2σ(1+α-γ)

1+α

p=pc n>
2σ
1-γ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)

则问题(1)的解在有限时刻爆破.且在p<1+
2σ(2+α-γ)
(1+α)n <pc 时,可以得到t∈[0,T]时问题(1)生

命跨度的上界估计

T ≤Cε-k

其中

k=
2σ(p-1)

2σ(2+α-γ)-(1+α)(p-1)n>
0

C 是与ε无关的正常数.

注1 考虑次临界情形p<pc.当α→0+,σ=1,γ→1- 时,pc →1+
2
n

为Fujita临界指数,此时

要求空间维数n≥1;当α→1-,σ=1,γ→1- 时有pc→1+
2

n-1
,这与文献[12]所得到的指数相对应,

此时要求空间维数n≥2.

考虑临界情形p=pc.可以看到此时γ 不能太靠近1,当α→1-,σ=1时有pc →1+
4-2γ

n-2+2γ
,这

与文献[11]所得到的临界指数一致.
定义1[21](Riemann-Liouville型分数阶积分) 令T >0,f∈L1(0,T),α∈ (0,1)阶左侧与右侧

Riemann-Liouville型分数阶积分分别定义为
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Jα
0|tf(t)=

1
Γ(α)∫

t

0
(t-τ)α-1f(τ)dτ   t>0

与

Jα
t|Tf(t)=

1
Γ(α)∫

T

t
(τ-t)α-1f(τ)dτ   t<T

此处Γ(α)为伽马函数.
定义2[21](Riemann-Liouville型分数阶导数) 令T >0,f∈AC[0,T],α∈ (0,1)阶左侧与右侧

Riemann-Liouville型分数阶导数分别定义为

Dα
0|tf(t)=􀆟t(J

1-α
0|tf)(t)=

1
Γ(1-α)􀆟t∫

t

0
(t-τ)-αf(τ)dτ   t>0

与

Dα
t|Tf(t)=-􀆟t(J1-α

t|Tf)(t)=-
1

Γ(1-α)􀆟t∫
T

t
(τ-t)-αf(τ)dτ   t<T

 对于以上微积分定义,有如下性质成立:
命题1[21] 令T >0,α∈ (0,1),若f∈Jα

t|T
(Lp(0,T)),g∈Jα

0|t
(Lq(0,T)),则以下分部积分

成立:

∫
T

0
f(t)Dα

0|tg(t)dt=∫
T

0
g(t)Dα

t|Tf(t)dt (6)

其中

Jα
0|t
(Lq(0,T))={f=Jα

0|th:h∈Lq(0,T)}
与

Jα
t|T
(Lp(0,T))={f=Jα

t|Th:h∈Lp(0,T)}
此处要求

1
p +

1
q ≤1+α   p,q>1

 命题2[22] 令T >0,α∈ (0,1),则对任意f∈Lr(0,T),1≤r≤ ∞,等式

Dα
0|tIα

0|tf(t)=f(t)
在t∈ (0,T)上几乎处处成立.

引理1[23] 令<x>=(1+|x|2)
1
2,设m ∈N,s∈[0,1),则对∀q>n以及x∈Rn,有如下不等式

成立:

|(-Δ)m+s <x>-q|∧
<x>-n-2m   s=0
<x>-n-2s   s∈ (0,1){

此处f∧g 表示存在一正常数C,满足f≤Cg.
引理2[23] 令σ≥1,记φ=φ(x)=<x>-q,q>0.对于任意R >0,定义φR 为

φR(x)=φ(x/R)   x∈Rn

则(-Δ)σ(φR)满足以下伸缩变换性质

(-Δ)σ(φR)(x)=R-2σ((-Δ)σφ)(x/R)   x∈Rn

 在证明爆破之前,通过Caputo型分数阶导数的定义(2)及分部积分公式(6),先给出问题(1)弱解的

定义.
定义3 令p>1,T >0,u0 ∈L2(Rn).若函数

u∈Lp([0,T],L2p(Rn))∩L1([0,T],L2(Rn))
且对任意测试函数φR(x)∈H2σ(Rn),φ(t)∈C2([0,T]),有

Γ(1-γ)∫
T

0∫Rn
J1-γ
0|t |u|pφR(x)dxφ(t)dt+Dα

0|Tφ(t)∫Rn
εu0φR(x)dx=
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∫
T

0∫Rn
u(-Δ)σφR(x)dxφ(t)dt-∫

T

0∫Rn
uφR(x)dx􀆟tDα

t|Tφ(t)dt (7)

则称u 是问题(1)的局部弱解.若T=∞,则称u 是问题(1)的整体弱解.
现在引入测试函数φ(t)=D1-γ

t|Tφ
~(t),其中φ

~(t)=ω (t)β,β 足够大,

ω(t)=
1-

t
T t∈ [0,T]

0 t>T

ì

î

í

ïï

ïï

关于此测试函数,有

suppφ
~
=[0,T]   φ

~(t)∈Ck
c([0,∞))   β>k≥0

且有如下求导性质:
引理3[22] 令T >0,α∈ (0,1),β>α,对任意t∈ [0,T],存在C=C(α,β),有

Dα
t|Tφ

~
=C(α,β)T-αωβ-α

以及

􀆟tDα
t|Tφ

~
=-C(α,β)T-α-1ωβ-α-1

 定理1的证明

引入测试函数

φR(x)=φ(x/R)   φ(x)=<x>-n-2sσ ∈C∞(Rn)

在Rn 上可积.这里

sσ ∈
(0,1) σ∈Rn

(0,σ-[σ]]  σ∉Rn{
[σ]为σ 的取整.由引理1,可以看出对 ∀σ≥1,有

|(-Δ)σ<x>-n-2sσ|∧ <x>-n-2sσ

 现将测试函数φR 和φ 带入(7)式中,有

Γ(1-γ)∫
T

0∫Rn
J1-γ
0|t |u|pφR(x)dxD1-γ

t|Tφ
~(t)dt+Dα

0|TD
1-γ
t|Tφ

~(t)∫Rn
εu0φR(x)dx=

∫
T

0∫Rn
u(-Δ)σφR(x)dxD1-γ

t|Tφ
~(t)dt-∫

T

0∫Rn
uφR(x)dx􀆟tDα

t|TD
1-γ
t|Tφ

~(t)dt

记ΦR(x,t)=φR(x)φ
~(t),由命题1、命题2以及引理3,可得

Γ(1-γ)∫
T

0∫Rn
|u|pΦR(x,t)dxdt+C1Tγ-α-1∫Rn

εu0φR(x)dx=

C2Tγ-1∫
T

0∫Rn
u(-Δ)σφR(x)dxω(t)β+γ-1dt+C3Tγ-α-2∫

T

0∫Rn
uφR(x)dxω(t)β+γ-α-2dt=I1+I2

 现假设u(x,t)为问题(1)的整体解,令IR =∫
T

0∫Rn
|u|pΦR(x,t)dxdt,下面分别建立I1 和I2 的

估计,

|I1|∧ Tγ-1∫
T

0∫Rn
|u|ΦR(x,t)

1
pΦR(x,t)-

1
p |(-Δ)σφR(x)|dx|ω(t)β+γ-1|dt∧

I
1
p
RTγ-1∫

T

0∫Rn
ΦR(x,t)-

p'
p |(-Δ)σφR(x)|p'dx|ω(t)(β+γ-1)p'|dt( )

1
p'

=

I
1
p
RTγ-1∫

T

0∫Rn
φR(x)-

p'
p |(-Δ)σφR(x)|p'dx|ω(t)β+(γ-1)p'|dt( )

1
p'∧

I
1
p
RT

γ-1+
1
p'R-2σ+

n
p'∫Rn

φ
x
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

-
p'
p

(-Δ)σφ
x
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

p'

dx
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p'∧

I
1
p
RT

γ-1+
1
p'R-2σ+

n
p'∫Rn

<x
R
>-n-2sσdx

R
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p'∧

I
1
p
RT

γ-1+
1
p'R-2σ+

n
p'
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以及

|I2|∧ Tγ-α-2∫
T

0∫Rn
|u|ΦR(x,t)

1
pΦR(x,t)-

1
p |φR(x)|dx|ω(t)β+γ-α-2|dt∧

I
1
p
RTγ-α-2∫

T

0∫Rn
φR(x)dx|ω(t)β+(γ-α-2)p'|dt( )

1
p'∧

I
1
p
RT

γ-α-2+
1
p'R

n
p'∫Rn

φ
x
R

æ

è
ç

ö

ø
÷dx

R
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p'∧

I
1
p
RT

γ-α-2+
1
p'R

n
p'

从而有

IR +C
~

Tγ-α-1∫Rn
εu0φR(x)dx≤C'I

1
p
RT

γ-1+
1
p'R

n
p'(R-2σ +T-1-α) (8)

此处p'为p 的共轭指数,即1
p +

1
p'=1.令R=T

1+α
2σ ,由Young不等式可得

I
1
p
RT

γ-2-α+
1
p'+

(1+α)n
2σp' ≤θIR +C(θ)T γ-2-α+

1
p'+

(1+α)n
2σp'( )p'

此处取θ∈ 0,1C'
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,进而有

IR +CTγ-α-1∫Rn
εu0φR(x)dx∧ T

(γ-2-α)p'+1+
(1+α)n
2σ (9)

由(5)式,当且当p<pc 时有

(γ-2-α)p'+1+
(1+α)n
2σ <0

令T → ∞,可以推出

IR
∧ T

(γ-2-α)p'+1+
(1+α)n
2σ →0

故u=0,这与假设(4)矛盾,所以问题(1)在次临界条件下不存在整体解.
当p=pc 时,有

(γ-2-α)p'+1+
(1+α)n
2σ =0

此时令

R=T
1+α
2σK-

1+α
2σ    ∀K ≥1

由(8)式及Young不等式可得

IR +CTγ-α-1∫Rn
εu0φR(x)dx∧ K

(1+α)p'-
(1+α)n
2σ +K-

(1+α)n
2σ

当K 足够大时,由(5)式可以推出

IR
∧ K

(1+α)p'-
(1+α)n
2σ +K

-
(1+α)n
2σ →0

同样产生了矛盾,故问题(1)在临界条件下不存在整体解.
由(9)式可知

εTγ-α-1∧ T
(γ-2-α)p'+1+

(1+α)n
2σ

当p<1+
2σ(2+α-γ)
(1+α)n <pc 时即可得到此时生命跨度的上界估计

T ≤Cε-k

其中

k=
2σ(p-1)

2σ(2+α-γ)-(1+α)(p-1)n>
0

C 是与ε无关的正常数.
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