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一类微分形式的椭圆方程很弱解梯度的零点①
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摘要:文章考虑了一类微分形式的椭圆方程,通过Hodge分解、Poincaré不等式等工具,证明了其很弱解的梯度满

足弱逆 Hölder不等式,并得到了该方程很弱解梯度的几乎每一个零点都有无穷阶.
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Abstract:Thearticleconsidersaclassofdifferentialformellipticequations,andprovesthatthegradientof
theirveryweaksolutionssatisfiestheweakinverseHölderinequalitybytoolssuchasHodgedecomposi-
tion,Poincaréinequality,andobtainsthatalmosteveryzeroofthegradientoftheveryweaksolutionsof
thisequationhasinfiniteorder.
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设Ω 是Rn(n≥2)中的正则区域,e1,e2,…,en 为Rn 的标准正交基.由外积eI=ei1 ∧ei2 ∧…∧eil
张

成的l维线性空间记为Λl=Λl(Rn),I= (i1,i2,…,il)(1≤i1<i2<…<il≤n,l=0,1,…,n)取遍

所有的l重数.定义Hodge星算子*:Λ →Λ,对任意α,β∈Λ,满足*1=e1∧e2∧…∧en,且α∧ *β=

β∧ *α=<α,β>*1.
微分形式是实值函数和分布的重要推广形式.Ω 上的l 微分形式是Ω 上的一个Schwartz分布,其值属

于Λl(Rn).将所有的l 形式空间记为D'(Ω,Λl),用Lp(Ω,Λl)表示l 形式

ω(x)=∑
I
ωI(x)dxI =∑ωi1i2…il

(x)dxi1 ∧dxi2 ∧ … ∧dxil
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的空间,其中对于所有的有序l 重数I,ωI ∈Lp(Ω,R).于是Lp(Ω,Λl)为一个Banach空间,其上的范

数定义为

‖ω‖p,Ω =∫Ω
|ω(x)|pdx( )

1
p
=∫Ω ∑|ωI(x)|2( )

p
2dx( )

1
p

同样地,l 微分形式的Sobolev空间为

W1,p(Ω,Λl)=Lp(Ω,Λl)∩L1,p(Ω,Λl)
且具有范数

‖ω‖W1,p(Ω,Λl)=diam(Ω-1)‖ω‖p,Ω +‖dω‖p,Ω

其中,对ω ∈D'(Ω,Λl),微分形式dω=
ω
x1

,ω
x2

,…,ω
xn

æ

è
ç

ö

ø
÷ 由微分形式ω

xi
∈D'(Ω,Λl)组成.

记外导数

d:D'(Ω,Λl) →D'(Ω,Λl+1)   k=0,1,2,…,n
其共轭算子

d*:D'(Ω,Λl+1) →D'(Ω,Λl)

在D'(Ω,Λl+1)上定义为

d* =(-1)nl+1*d*   l=0,1,2,…,n
上述符号及定义可参见文献[1].

本文考虑以下微分形式的椭圆方程

d*A(x,du)=d*F(x) (1)

其中算子A:Ω×Λl(Rn) →Λl(Rn)满足:对所有的x ∈Ω 和ξ∈Λl(Rn),有

|A(x,ξ)|≤β|ξ|p-1 (2)
<A(x,ξ),ξ>≥α|ξ|p (3)

这里

0<α≤β< ∞   max{1,p-1}<r<p<n   F(x)∈L
r

p-1(Ω,Λl)

 下面给出方程(1)很弱解的定义.

定义1 若u 对所有具有紧支集的φ ∈W1, r
r-p+1(Ω,Λl-1),满足

∫Ω
<A(x,du),dφ>dx=∫Ω

<F(x),dφ>dx (4)

则称u∈W1,r
loc(Ω,Λ

l-1)为方程(1)的很弱解.
这里“弱”指的是u的可积指数r可以小于自然指数p.很弱解是弱解的推广,它降低了弱解的可积性要

求.近年来,关于很弱解的性质引起了很多学者的关注.例如,文献[2]获得了拟线性椭圆方程

X*A(x,u,Du)+B(x,u,Du)=0
很弱解的梯度估计;文献[3]研究了散度型椭圆方程

divG(x)Ñu(x)=0
很弱解梯度的零点性质;文献[4]研究了二阶非线性椭圆组

divA(x,u,Du)=B(x,u,Du)
很弱解的局部正则性;文献[5]考虑了非线性椭圆方程

-divA(x,Ñu)=B(x,Ñu)
对应障碍问题很弱解的全局可积性;文献[6]研究了微分形式的非齐次椭圆方程

d*A(x,ω(x))=B(x,ω(x),dω(x))
障碍问题很弱解的正则性.更多关于椭圆问题的研究,参见文献[7-11].

受以上文献的启发,本文研究了方程(1)在条件(2),(3)下的零点性质,得到如下主要定理:
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定理1 存在常数r0=r0n,p,βα
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈(1,p),使得当r>r0时,方程(1)的很弱解u∈W1,r

loc(Ω,Λ
l-1),

du的几乎每一个零点都有无穷阶.

1 弱逆Hölder不等式

为证弱逆Hölder不等式,需用到以下引理:
引理1[12](Poincaré引理) 令D 为立方体或球,w ∈Ls(D,Λl),dw ∈Ls(D,Λl+1),则

1
diamDD

|w-wD|sdx( )
1
s

≤C(n,s)D
|dw|

ns
n+s-1dx( )

n+s-1
ns

其中D
为D 上的积分平均.

引理2[13] 令X 和Y 为内积空间中的向量,则当0≤ε<1时,有

||X|-εX-|Y|-εY|≤1+ε
1-ε2

ε|X-Y|1-ε

 引理3[14] 设f(x)为定义在0≤T0 ≤t≤T1 上的非负有界函数,若对T0 ≤t<s≤T1,有

f(t)≤A (s-t)-σ +B+θf(s)
其中A,B,σ,θ为非负常数,θ<1,则存在常数C(σ,θ),使得对任意R,ρ,当T0≤ρ<R≤T1 时,有

f(ρ)≤C(A(R-ρ)-σ +B)

 下面给出du 满足的弱逆Hölder不等式.

引理4 存在r0=r0 n,p,βα
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ (1,p),使得当r>r0 时,方程(1)的很弱解u∈W1,r

loc(Ω,Λ
l-1)

的梯度du 满足弱逆Hölder不等式

BR
2

|du|rdx≤CBR

|du|
nr

n+r-1dx( )
n+r-1

n

+CBR

|F|
r

p-1dx (5)

其中C 为常数,BR ⊂⊂Ω.
证  任取x0 ∈Ω,固定R0:R0 ≤d=dist(x0,Ω).令BR =BR(R0)⊂⊂Ω 为任意立方体.
取截断函数η(x)∈C∞

0 (BR),满足

0≤η≤1   |dη|≤
C(n)
R

且在BR
2

上η≡1.为了给方程(1)选取一个适当的检验函数,作关于|d(η(u-uBR
))|r-pd(η(u-uBR

))∈

L
r

r-p+1(BR
,Λl)的Hodge分解[15],可得

|d(η(u-uBR
))|r-pd(η(u-uBR

))=dφ+h (6)

其中dφ,h∈L
r

r-p+1(BR
,Λl),且有

‖h‖ r
r-p+1

≤C(n)(p-r)‖d(η(u-uBR
))‖

r-p+1
r (7)

令

E=|d(η(u-uBR
))|r-pd(η(u-uBR

))-|ηd(u-uBR
)|r-p

ηd(u-uBR
) (8)

由引理2,可得

|E|≤2p-rp-r+1
r-p+1|

(u-uBR
)dη|r-p+1 (9)

将(6)式中的φ 充当(4)式中的检验函数,并利用(8)式,可得

∫BR

<A(x,du),|ηd(u-uBR
)|r-p

ηd(u-uBR
)>dx=
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∫BR

<A(x,du),h>dx-∫BR

<A(x,du),E>dx+

∫BR

<F,|ηd(u-uBR
)|r-p

ηd(u-uBR
)>dx+∫BR

<F,E>dx-∫BR

<F,h>dx=

I1+I2+I3+I4+I5 (10)
因为duBR

=0,于是由(3)式,可得

∫BR

<A(x,du),|ηd(u-uBR
)|r-p

ηd(u-uBR
)>dx=

∫BR

<A(x,du),|ηdu|r-pηdu>dx≥α∫BR
2

|du|rdx (11)

下面估计I1.由(2)式、Hölder不等式和(7)式,可得

|I1|≤∫B
R

|A(x,du)||h|dx≤β∫B
R

|du|p-1|h|dx≤

β∫B
R

|du|rdx( )
p-1
r

∫B
R

|h|
r

r-p+1dx( )
r-p+1

r

≤

βC(n)(p-r)∫B
R

|du|rdx( )
p-1
r

∫B
R

|d(η(u-uB
R
))|rdx( )

r-p+1
r

(12)

由于

∫B
R

|d(η(u-uBR
))|rdx( )

r-p+1
r

=∫BR

|ηdu+(u-uBR
)dη|rdx( )

r-p+1
r

≤

C(p,r)∫B
R

|ηdu|rdx( )
r-p+1

r

+C(p,r)∫B
R

|(u-uB
R
)dη|rdx( )

r-p+1
r

≤

C(p,r)∫B
R

|du|rdx( )
r-p+1

r

+C(n,p,r)∫B
R

u-uB
R

R

r

dx
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r-p+1
r

(13)

将(13)式代入(12)式,再使用Young不等式和引理1,可得

|I1|≤βC(n,p,r)(p-r)∫B
R

|du|rdx+βC(n,p,r)(p-r)∫B
R

|du|rdx( )
p-1
r

∫B
R

u-uB
R

R

r

dx
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r-p+1
r

≤

βC(n,p,r)(p-r)∫B
R

|du|rdx+βC(n,p,r)(p-r)ε∫B
R

|du|rdx+

βC(ε,n,p,r)(p-r)∫B
R

u-uB
R

R

r

dx≤

βC(p-r)(1+ε)∫B
R

|du|rdx+βC(p-r)
Rr ∫B

R

|du|
nr

n+r-1dx( )
n+r-1

n

(14)

下面估计I2.由(2)式、(9)式、Hölder不等式、Young不等式和引理1,可得

|I2|≤∫BR

|A(x,du)||E|dx≤

2p-rp-r+1
r-p+1β∫B

R

|du|p-1|(u-uBR
)dη|r-p+1dx≤

βC(n,p,r)∫B
R

|du|rdx( )
p-1
r

∫B
R

|(u-uB
R
)dη|rdx( )

r-p+1
r

≤
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βC(n,p,r)ε∫B
R

|du|rdx+βC(ε,n,p,r)∫B
R

u-uBR

R

r

dx≤

βCε∫B
R

|du|rdx+βC
Rr∫B

R

|du|
nr

n+r-1dx( )
n+r-1

n

(15)

下面估计I3.由Young不等式,可得

|I3|≤∫B
R

|F||ηdu|r-p+1dx≤ε∫B
R

|du|rdx+C∫B
R

|F|
r

p-1dx (16)

下面估计I4.由(9)式、Hölder不等式、Young不等式和引理1,可得

|I4|≤∫B
R

|F||E|dx≤

2p-rp-r+1
r-p+1∫B

R

|F||(u-uBR
)dη|

r-p+1
dx≤

C(n,p,r)∫B
R

|F|
r

p-1dx( )
p-1
r

∫B
R

|(u-uB
R
)dη|rdx( )

r-p+1
r

≤

C(n,p,r)ε∫B
R

|F|
r

p-1dx+C(ε,n,p,r)∫B
R

u-uB
R

R

r

dx≤

C∫B
R

|F|
r

p-1dx+
C(ε,n,p,r)

Rr ∫BR

|du|
nr

n+r-1dx( )
n+r-1

n
(17)

下面估计I5.由Young不等式、(7)式和引理1,可得

|I5|≤∫B
R

|F||h|dx≤

C∫B
R

|F|
r

p-1dx+ε∫B
R

|h|
r

r-p+1dx≤

C∫B
R

|F|
r

p-1dx+ε(C(n)(p-r))
r

r-p+1∫B
R

|d(η(u-uB
R
))|rdx≤

C∫B
R

|F|
r

p-1dx+εC(n,p,r)∫B
R

|ηdu|rdx+εC(n,p,r)∫B
R

|(u-uBR
)dη|rdx≤

C∫B
R

|F|
r

p-1dx+εC(n,p,r)∫B
R

|du|rdx+
εC(n,p,r)

Rr ∫B
R

|du|
nr

n+r-1dx( )
n+r-1

n (18)

结合(10)式、(11)式、(14)式-(18)式,可得

α∫BR
2

|du|rdx≤ [βC(p-r)(1+ε)+(βC+1+C(n,p,r))ε]∫B
R

|du|rdx+

C(n,p,r)
Rr ∫B

R

|du|
nr

n+r-1dx( )
n+r-1

n

+C∫B
R

|F|
r

p-1dx (19)

令r足够接近p,且ε足够小,使得

βC(p-r)(1+ε)+(βC+1+C(n,p,r))ε
α =θ<1 (20)

又因为在本文情况下,r充分接近于p,于是常数C(n,p,r)与r无关.因此,由(19)式和(20)式,可得

BR
2

|du|rdx≤θB
R

|du|rdx+CB
R

|du|
nr

n+r-1dx( )
n+r-1

n

+CB
R

|F|
r

p-1dx (21)

再使用引理3,可得(5)式.证毕.
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2 主要定理的证明

定义2[16] 若

lim
R→0

1
Rn∫Q(x0

,R)
|h(x)|dx=0

则称x0 ∈Ω 为函数h∈L1
loc(Ω)的本性零点.其中Q(x0,R)是以x0 为心、2R 为边长的立方体.本性零

点的阶数定义为

N0=supα:lim
R→0

1
Rn+α∫Q(x0

,R)
|h(x)|dx=0{ }

 引理5[16] 令h∈L1
loc(Ω)对所有立方体Q ⊂2Q ⊂Ω 满足弱逆Hölder不等式

1
|Q|∫Q

hpdx≤AP
1

|2Q|∫2Q
hdxæ

è
ç

ö

ø
÷

p

则h 的每一个零点都有无穷阶.其中1<p< ∞,常数Ap 与立方体无关.
定理1的证明  根据弱逆Hölder不等式(5)和引理5,可得所需结论.证毕.
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