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中心仿射度量的两类具有常截面曲率的闭凸超曲面①

李明, 左莹

重庆理工大学 数学科学研究中心,重庆400054

摘要:本文主要研究 Minkowski空间的Laugwitz猜测.首先给出了参数化超曲面的中心仿射几何的直接描述,在

此基础上刻画了 Minkowski空间黎曼几何与其单位超球面的中心仿射几何的关系,将Laugwitz猜测等价描述为:

闭凸超曲面的中心仿射几何截面曲率为常数必为椭球面的刚性问题.然后建立了超曲面中心仿射几何量与欧氏几

何量的联系,由此说明欧氏空间凸超曲面n+1 仿射表面积正是该超曲面的中心仿射体积,进而运用关于仿射表

面积的等周不等式及其取得等号的几何条件给出了Schneider定理的新证明.最后研究了Simon3 形式模长的

Laplace在常截面曲率条件下的表达式,应用极大值原理证明了具有常截面曲率且具有平行无迹Tchebychev算子

的闭凸超曲面具有消失的Simon3 形式,再根据结构方程证明了该超曲面为中心在原点的椭球面.
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TwoTypesofClosedConvexHypersurfaceswith
ConstantCross-sectionalCurvaturefortheCentralAffineMetric
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Abstract:ThispaperfocusesontheLaugwitzconjectureforMinkowskispaces.Firstly,adirectdescription
ofthecentralaffinegeometryofaparametrichypersurfaceisgiven,basedonwhichtherelationship
betweentheRiemanniangeometryofMinkowskispaceanditscentralaffinegeometryofaunithyper-
sphereisinscribed,andtheLaugwitzconjectureisequivalentlydescribedasarigidproblemwherethecur-
vatureofthecentralaffinegeometrysectionofaclosedconvexhypersurfaceisconstantandmustbeellip-
soidal.TheconnectionbetweenthecentralaffinegeometryofahypersurfaceandtheEuclideangeometryis
thenestablished,anditisshownthatthen+1-affinesurfaceareaofaconvexhypersurfaceinEuclidean
spaceisthecentralaffinevolumeofthehypersurface.Furthermore,anewproofofSchneider’stheoremis
givenbyusingtheisoperimetricinequalityabouttheaffinesurfaceareaandthegeometricconditionsfor
obtainingtheequalsign.Atlast,theexpressionofLaplacewithSimon3-form modulelengthunderthe
conditionofconstantsectioncurvatureisstudied.Byusingthemaximumprinciple,itisprovedthata
closedconvexhypersurfacewithconstantsectioncurvatureandparalleltracelessTchebychevoperatorhas
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avanishingSimon3-form.Then,accordingtothestructuralequation,itisprovedthatthehypersurfaceis
anellipsoidwhosecenterisattheorigin.
Keywords:Laugwitzconjecture;centralaffinegeometricisoperimetricinequality;Tchebychevoperator;

ellipsoidalsurface;sectionalcurvature

本文所指的 Minkowski空间(V,F),可以认为是具有光滑范数F 的n+1维线性空间V,其中n≥2,
但只假设范数具有正齐次性.Finlser流形的切空间均为 Minkowski空间.由于 Minkowski空间是内积空间

的自然推广,因此Finsler流形可以认为是没有二次型限制的黎曼流形[1-2].Minkowski空间V0=V\{0}上

具有自然的Hessian型黎曼度量g
∧
=
1
2Dd[F2].

文献[3]做出如下猜测(Laugwitz猜测):如果黎曼流形(V0,g
∧)的曲率张量为0,那么F2 为二次多项

式.文献[4]在假设F 具有绝对齐次性的条件下运用分析手段解决了Laugwitz猜测.文献[5]采用几何方

法,利用Blaschke-Santaló不等式将文献[4]的结果推广到了F 的单位球的重心在原点的情形.

我们首先证明黎曼流形(V0,g
∧)的曲率张量为0等价于Minkowski空间(V,F)单位球面的中心仿射度

量h具有常截面曲率1.众所周知,F2 为二次多项式等价于(V,F)的单位球面为椭球面.于是Laugwitz猜

测的等价形式为:如果原点在内部的闭凸超曲面的中心仿射度量具有常截面曲率1,则该超曲面为椭球面.
在此基础上,利用仿射等周不等式,本文给出文献[5]的结果的一个新证明.

定理1[5] Minkowski空间(V,F)单位球面在中心仿射度量下的体积与同维数的标准欧氏球面的体积

相同,并且F 的单位球的重心在原点,那么F2 为二次多项式.

对于凸超曲面有中心仿射法化诱导的仿射联络∇,定义3 形式C
∧

=-
1
2∇h.众所周知C

∧

=0的超曲面

为二次曲面[6-8].3 形式C
∧

关于度量h 的迹称为 Tchebychev形式,记作T
∧
,其对偶向量场T 称为

Tchebychev向量场.对于原点在内部的闭凸超曲面,Blaschke-Deicke定理表明T
∧

=0蕴涵着C
∧

=0.文献[9]
在研究中心仿射超曲面的体积变分时定义T=∇hT为超曲面的中心仿射Tchebychev算子(或中心仿射形状

算子),并称H =
1
ntrT为超曲面的中心仿射平均曲率.如果原点在内部的闭凸超曲面具有常平均曲率H,

文献[9]证明了该超曲面为椭球面.作为推论可知,如果原点在内部的闭凸超曲面的Tchebychev向量场为

Killing向量场,则该超曲面为椭球面.文献[10]证明了上述结果对于Tchebychev向量场为共形向量场的

情形也成立.定义T
~

=∇hT-H·id为算子T的无迹部分,称为无迹Tchebychev算子,那么T 为共形向量

场当且仅当T
~

=0.我们利用极大值原理证明了如下结果:

定理2 Minkowski空间(V,F)单位球的中心仿射度量具有常截面曲率并且∇hT
~

=0,那么F2为二次

多项式.

这里采用的方法与文献[11]的方法相同,主要是计算Simon3 形式C
~

的模长平方的Laplace,因为常

截面曲率的假设,使得计算变得更加简单.我们发现这里的计算在常Ricci曲率的假设下也有效,相关的结

果将在后续的研究中加以说明.另外,条件 ∇hT
~

=0的几何意义及分类问题也是值得研究的课题,对于

Laugwitz猜测的研究也非常有价值.这类问题的研究是仿射微分几何的经典主题,文献[12]研究了平行

Simon3 形式的强凸相对超曲面的分类问题,更系统的研究可以参见文献[6].

1 Minkowski空间的几何结构

1.1 Minkowski空间的黎曼几何

本文中,Minkowski空间指具有光滑的强凸 Minkowski范数F 的n+1维实向量空间V,且n≥2.
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其中Minkowski范数F 指函数V →[0,+∞),满足:
(i)正则性:F 在V 上连续,在V0=V\{0}上光滑;
(ii)正齐次性:

F(λv)=λF(v)   ∀λ>0
 (iii)强凸性:对于任意非零向量y≠0,

g
∧

ij
(x,y)=

1
2
􀆟2F2

􀆟yi􀆟yj
(x,y)=

1
2
[F2]

yiyj

正定.

V0上的黎曼度量g
∧
=g
∧

ij
(x,y)dyi⊗dyj 显然是Hessian形度量[12].在Finsler几何中通常定义Cantan

张量为

Aijk =
F
2
􀆟g
∧

ij

􀆟yk

Hessian度量g
∧

的联络系数与Cantan张量的关系式为

Γi
jk =

g
∧is

2
􀆟g
∧

sj

􀆟yk +
􀆟g
∧

ks

􀆟yj -
􀆟g
∧

jk

􀆟ys

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
Fg

∧isAsjk =
1
FAi

jk

根据Hessian几何的标准结果可知g
∧

的Riemann曲率张量为

R
∧i
jkl =

1
F2
(As

jkA
i
sl -As

jlA
i
sk) (1)

关于Hessian流形较为详细的研究可进一步参见文献[13].
1.2 Minkowski空间的单位球面的中心仿射几何

接下来,本文主要考虑 Minkowski空间(V,F)的单位球面

IF ={v∈V|F(v)=1}

单位球面IF 在黎曼流形(V0,g
∧)中的超曲面几何的讨论可参见文献[1].本文将从中心仿射几何的观点研

究单位球面IF.事实上,单位球面IF 的这两种几何是完全相同的.
下面简要介绍超曲面的中心仿射几何结构.事实上,仿射空间中非退化超曲面的中心仿射几何是相对

微分几何的一个特殊情形,关于相对微分几何的理论可参见文献[6-8].我们将从参数化超曲面的角度给出

中心仿射几何的一种描述.
设f:U →Rn+1 为嵌入映射,其中U 是Rn 中的连通开域.那么M =f(U)称为Rn+1 中的嵌入超曲面.

本文假设M 非退化,且其上有中心法化诱导的GL(n+1;R)不变黎曼度量h,称为中心仿射度量,f(p)∈M

处的切空间Tf(p)M 由 􀆟f
􀆟x1

p

,…,􀆟f
􀆟xn

p
{ } 张成,此外,我们假设向量场f 与M 处处横截,即

􀆟f
􀆟x1

p

,…,􀆟f
􀆟xn

p

,-f(p){ } (2)

对任意p∈U 构成Rn+1 的一组基.则f 的Hessian具有以下分解:

􀆟2f
􀆟xi􀆟xj =Γl

ij
􀆟f
􀆟xl -hijf (3)

设 ∇ 􀆟f
􀆟xi

􀆟f
􀆟xj =Γk

ij
􀆟f
􀆟xk

,则 ∇ 在TM 上定义了一个无挠的仿射联络.另外,h=hijdx
i􀱋dxj 在TM 上定义

了一个半黎曼度量.在本文中,我们只考虑h 是正定的情况.易知 ∇ 和h 均为GL(n+1;R)不变量.
对方程(3)两边再求一次导数,可得

􀆟3f
􀆟xi􀆟xj􀆟xk =

􀆟Γl
ij􀆟f

􀆟xk􀆟xl +Γl
ij
􀆟2f
􀆟xl􀆟xk -

􀆟hij

􀆟xkf-hij
􀆟f
􀆟xk =
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􀆟Γxl
ij

􀆟xk +Γs
ijΓ

l
sk -hijδ

l
k

æ

è
ç

ö

ø
÷
􀆟f
􀆟xl -

􀆟hij

􀆟xk +hlkΓ
l
ij

æ

è
ç

ö

ø
÷f (4)

根据

􀆟3f
􀆟xi􀆟xj􀆟xk =

􀆟3f
􀆟xi􀆟xk􀆟xj

以及 ∇ 的曲率定义

Rl
ikj
􀆟f
􀆟xl =∇ 􀆟f

􀆟xk
∇ 􀆟f

􀆟xj

􀆟f
􀆟xi -∇ 􀆟f

􀆟xj
∇ 􀆟f

􀆟xk

􀆟f
􀆟xi =

􀆟Γl
ij

􀆟xk +Γs
ijΓ

l
sk -

􀆟Γl
ik

􀆟xj -Γs
ikΓ

l
sj

从(4)式,我们得到

Rl
ikj =hijδ

l
k -hikδ

l
j

(5)

令C
∧

=-
1
2∇h

,那么在局部坐标系下

-2Cijk =
􀆟hij

􀆟xk -hilΓ
l
jk -hljΓ

l
ik (6)

容易证明C
∧

是全对称的(0,3) 形张量.

令C=∇-∇h,其中 ∇h 是h 的Levi-Civita联络.用Γ
~k
ij 记 ∇h 的联络系数,因此

Ck
ij =Γk

ij -Γ
~k
ij

(7)

因为 ∇hh=0,由(7)式可知

hklC
l
ij =hklΓ

l
ij -hklΓ

~l
ij =hklΓ

l
ij +hilΓ

l
kj -hilC

l
kj -

􀆟hik

􀆟xj

根据(6)式,可知

hklC
l
ij +hilC

l
kj =-

􀆟hik

􀆟xj -hklΓ
l
ij -hilΓ

l
kj

æ

è
ç

ö

ø
÷=2Cikj

(8)

因此,我们得到

C=-
1
2h

-1∇h

 由(7)式容易得到联络 ∇ 和 ∇h 的曲率之间的关系

Rl
ikj =R

~l
ikj +Cs

ijC
l
sk -Cs

ikC
l
sj +Cl

ij,k -Cl
ik,j

(9)

此处R
~

表示 ∇h 的曲率张量,Cl
ij,k 表示 ∇hC 的系数.从(5)式和(9)式,我们可以得到

Clik,j -Clij,k =R
~

ilkj +Cs
ijCskl -Cs

ikCsjl +hikhjl -hijhkl (10)
根据张量的对称性,(10)式等价于下面两个方程:

Clik,j -Clij,k =0 (11)
和

R
~

ilkj +Cs
ijCskl -Cs

ikCsjl +hikhjl -hijhkl =0 (12)
这里的(11)和(12)两式即为超曲面中心仿射几何的结构方程.

此外,Tchebychev形式T
∧

定义为3 形式的迹

T
∧

=
1
ntrC

(13)

T
∧

关于h 的对偶向量场T 称为Tchebychev向量场.
下面的引理1给出了 Minkowski空间(V,F)的几何量与单位球面IF 的中心仿射几何量之间的关系.
引理1[14] 对于Minkowski空间(V,F),设i:IF →V是单位球面IF 的嵌入映射.对每个点v∈IF,
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如果选择y=-v∈TvV 以及Y=-dF ∈T*
vV,那么{Y,y}给出了IF 上的中心仿射法化.进一步,中心

仿射度量和3 形式满足

h=i*g
∧
   C

∧

=-i*A (14)

 根据引理1,可得下面的引理:

引理2 对于给定的Minkowski空间(V,F),黎曼流形(V0,g
∧)平坦当且仅当IF 的中心仿射度量具有

常截面曲率1.

证  根据黎曼流形(V0,g
∧)曲率张量的表达式(1)以及3 形式与Cartan张量的关系式(14),可知R

∧

=0,
蕴涵

Cs
ikCsjl -Cs

ijCskl =0
在IF 上成立.根据(12)式可知,IF 的中心仿射度量的曲率张量满足

R
~

ilkj =-hikhjl +hijhkl

即IF 的中心仿射度量具有常截面曲率1.另外,只需注意到Cartan张量的齐次性,上述过程反过来即可给

出充分性的证明.
根据引理2可知,Laugwitz关于 Minkowski空间的猜测[3]可等价转化为闭凸超曲面的唯一性问题.

2 中心仿射度量具有标准欧氏球面体积且重心在原点的闭凸超曲面

本节将在n+1维线性空间V 上附加一个欧式内积<,>.对于V 中的闭超曲面,我们将用欧氏超曲面几

何量来表示中心仿射几何量.令D 是一个原点在内部的凸体,假设边界M =􀆟D 光滑.设M 的欧氏外法向

量为ξ.令 Ⅰ 和 Ⅱ 分别为M 的第一和第二基本形式.令 ∇e 为第一基本形式 Ⅰ 的Levi-Civita联络,令

ω(Ⅰ)表示第一基本形式Ⅰ下的体积元.令ρ(v)=<v,-ξ(v)>为M 的支撑函数.M 的Guass曲率有如下

表示:

K=
detⅡ
detⅠ

(15)

 引理3 M 的中心仿射度量h 可用欧氏几何量表示为

h=
1
ρ
Ⅱ (16)

中心仿射度量h 的体积元ω(h)可表示为

ω(h)=
K

ρ
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

ρω(Ⅰ) (17)

Tchebychev形式T
∧

=dτ,其中τ 为Tchebychev势函数

τ=
1
2nln

ρ
n+2

K
æ

è
ç

ö

ø
÷ (18)

仿射联络与欧氏联络 ∇e 的关系为

∇=∇e +(ξ+ρ
-1v)Ⅱ (19)

中心仿射3 形式C
∧

可以表示为

C
∧

=-
1
2
[∇e +(ξ+ρ

-1v)Ⅱ](ρ
-1Ⅱ) (20)

 证  令X,Y 为M 上的两个向量场,那么有

∇XY=∇XY+h(X,Y)(-v)=∇e
XY+Ⅱ(X,Y)ξ (21)

其中∇XY是向量场Y和X 在平坦联络∇下的协变导数,第一个等号是∇XY关于中心仿射法化的分解,第

二个等号是 ∇XY 关于欧氏法化的分解.
用ξ 对(21)式两边做内积,可得
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<v,-ξ(v)>h(X,Y)=Ⅱ(X,Y)
整理后便得到(16)式.进一步,根据(15)和(16)式,可得

ω(h)=
K
ρ

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

ω(Ⅰ)=
K

ρ
n+2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

ρω(Ⅰ)

因此(17)式成立.
我们将V 上由内积诱导的体积元记作Det,M 上由中心仿射法化和Det诱导的体积元ω 可表示为

ω=Det(·,-v)=Det(·,<-v,ξ>ξ)=ρω(Ⅰ) (22)

由于Tchebychev形式T
∧

=dτ,而τ=
1
nln

ω
ω(h)

,由(17)和(22)式可得(18)式.

另外,由(16)和(18)式容易得到

∇=∇e +(ξ+ρ-1v)Ⅱ
因此(19)式成立.而(20)式是(19)式和(6)式的直接推论.

定理1' 对于原点在内部,边界为光滑强凸超曲面的凸体D,若D 的重心在原点且M =􀆟D 的在中心

仿射度量下的体积为同维数欧氏球面的体积,则M 为椭球面.
证  根据文献[15],D 的n+1 仿射表面积为

Ωn+1
(D)=∫M

K
ρ

n+2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

ρω(Ⅰ)dM

由(17)式可知,Ωn+1
(D)=∫M

ω(h)dM 正是M 在中心仿射度量下的体积.

根据仿射等周不等式[15],可知

∫M
ω(h)dM ≤ωn

其中ωn 为欧氏空间Rn+1 中标准球面Sn 的体积,等号成立当且仅当D 是中心在原点的椭球.定理1'得证.
根据引理1可知定理1与定理1'等价.
从定理1的证明可知,仿射等周不等式在Laugwitz猜测的研究中有重要意义,如何获得更加一般的几

何不等式是一个亟待研究的课题,这方面的研究方法很多,其中曲率流是很有效的方法[16-20].

3 具有常截面曲率及平行无迹Tchebychev算子的闭凸超曲面

设M 为Rn+1 中的非退化超曲面,而h是M 上的中心仿射度量.设{e1,…,en}是相对于度量h的局部

幺正标架场,其对偶标架场为{θ1,…,θn}.
在标架场{θ1,…,θn}下,超曲面M 的结构方程(12)可表示为

R􀮨ilkj =Cs
ikCsjl -Cs

ijCskl -(δikδjl -δijδkl) (23)

 超曲面M 的Simon3 形式C
~

定义为3 形式C 的无迹部分,

C
~

ijk =Cijk -
n

n+2
(Tkδij +Tiδjk +Tjδik) (24)

其中

R􀮨ilkj =h(R􀮨(ek,ej
)ei,el)   Cijk =h(C(ei)ej

,ek)   Tk =h(T,ek)

 超曲面M 的中心仿射Tchebychev算子定义为T=∇hT,无迹Tchebychev算子定义为T的无迹部分

T
~
=T-

1
ntrT·id.

引理4 设M 为Rn+1 中的非退化超曲面,如果M 的中心仿射度量h具有常截面曲率c>0,且具有平

行无迹Tchebychev算子 ∇hT
~
=0,那么

1
2Δ

h‖C
~

‖2=‖∇hC
~

‖2+(n+1)c·‖C
~

‖2 (25)
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其中Δh 表示由度量h 给出的Laplace算子.
证  直接计算可得

1
2Δ

h‖C
~

‖2=‖∇hC
~

‖2+∑
ijk

C
~

kijΔ
hC

~

kij
(26)

其中ΔhC
~

kij=∑
t
C
~

kij,tt 为Simon3 形式的Laplace.在下面的计算中我们将省略求和符号,重复指标默认为

求和.
根据(11)和(24)式可知,在适当的标架场下,有

C
~

kij,t-C
~

kit,j =-
n

n+2
(T
~

ktδij +T
~

itδkj -T
~

kjδit-T
~

ijδkt) (27)

由Ricci恒等式可知

C
~

kij,ts -C
~

kij,st=C
~

pijR
~
p
kts +C

~

kpjR
~
p
its +C

~

kipR
~
p
jts =C

~

pijR
~

kpts +C
~

kpjR
~

ipts +C
~

kipR
~

jpts
(28)

由(27)和(28)式以及假设 ∇hT
~
=0,我们有

C
~

kij,tt=C
~

kit,jt-
n

n+2
(T

~

kt,tδij +T
~

it,tδkj -T
~

kj,tδit-T
~

ij,tδkt)=

C
~

kit,tj +(C
~

pitR
~

kpjt+C
~

kptR
~

ipjt+C
~

kipR
~

tpjt
)=

C
~

ktt,ij +(C
~

pitR
~

kpjt+C
~

kptR
~

ipjt+C
~

kipR
~

tpjt
)=

C
~

pitR
~

kpjt+C
~

kptR
~

ipjt+C
~

kipR
~

tpjt
(29)

假设度量h 具有常截面曲率c>0,那么

R
~

ijkl =c(δilδjk -δikδjl
) (30)

由(26),(27)和(28)式,可得

1
2Δ

h‖C
~

‖2=‖∇hC
~

‖2+C
~

kijC
~

kij,tt=

‖∇hC
~

‖2+C
~

kij
(C

~

pitR
~

kpjt+C
~

kptR
~

ipjt+C
~

kipR
~

tpjt
)=

‖∇hC
~

‖2+c·C
~

kij
[C

~

pit
(δktδpj -δkjδpt

)+C
~

kpt
(δitδpj -δijδpt

)+C
~

kip
(δttδpj -δtjδpt

)]=

‖∇hC
~

‖2+(n+1)c·‖C
~

‖2

由此(25)式得证.
定理2' 对于Rn+1中原点在内部的闭凸超曲面M,如果M 的中心仿射度量h具有常曲率c>0,并且

具有平行的无迹Tchebychev算子 ∇hT
~
=0,那么M 是中心在原点的椭球面.

证  根据引理4和散度定理可知

0=
1
2∫M

Δh‖C
~

‖2dM =∫M
[‖∇hC

~

‖2+(n+1)c·‖C
~

‖2]dM

因此 ‖C
~

‖2=0.由(24)式可得

‖C
~

‖2=‖C‖2-
3n

n+2
‖T‖2=0 (31)

根据截面曲率的假设(30)式和结构方程(23)式,可得

(c-1)(δijδkl -δikδjl
)=Cs

ikCsjl -Cs
ijCskl (32)

由(32)式,可得

n(n-1)(c-1)=‖C‖2-n2‖T‖2 (33)
结合(31)和(33)式,可知

n(n-1)(c-1)=
3n-n3-2n2

n+2
‖T‖2
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所以 ‖T‖2 为常数.因T=∇hτ,而M 是闭超曲面,故T 必有零点.所以T=0.根据Blaschke-Deicke定

理可知定理2'成立.
同样,根据引理1可知定理2与定理2'等价.
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