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开放异质环境下考虑外源输入及
频率依赖发生率的反应 扩散 对流SIS模型①

饶旭1,2, 张国洪1
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摘要:研究了开放异质环境下带有线性外源项及频率依赖发生率的反应 扩散 对流SIS模型.首先证明了解的一致

有界性,然后引入了基本再生数R0,获得了模型关于R0 的阈值动力学行为:当R0<1时,唯一的无病平衡点局部

渐近稳定;当R0>1时,系统一致持续且存在流行病平衡点.最后研究了R0 对感染者的扩散速度dI 和对流率q的

依赖性,发现在开放对流环境下,对流率的增加有利于传染病的控制.
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Abstract:ASISepidemicreaction-diffusion-advectionmodelwithlinearsourceandfrequency-dependent
incidencerateinanopenheterogeneousenvironmenthasbeeninvestigated.Firstly,theuniformbounded-
nessofthesolutionisobtained.Secondly,thebasicreproductionnumberR0isintroducedandthethresh-
olddynamicsbehaviorofthemodelaboutR0isobtained.Theuniquedisease-freeequilibriumislinearly
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近年来,空间异质性和种群扩散对传染病的影响得到了广泛的研究.文献[1]提出了封闭异质环境下的

反应 扩散SIS模型,获得了关于R0 的阈值动力学行为.在文献[1]的基础上,文献[2-3]分别研究了种群

的外源输入和logistic增长对传染病动力学性态的影响,发现种群人口数的变化可能导致传染病一直持续.
有别于文献[1]中的标准发生率,文献[4-5]分别讨论了服从双线性发生率和频率依赖发生率的SIS模型,
且文献[6-8]还研究了带饱和发生率的传染病模型的动力学行为.文献[9]添加了对流项以描述种群受到外

在环境力量而运动的事实,并获得了R0 关于对流率和扩散速度的依赖性.
注意到文献[9]讨论的是封闭对流环境下的SIS模型,但现实生活中,当疾病爆发后,部分个体可能会

迁出相关区域,进而影响传染病动力学行为.基于以上讨论,本文考虑开放对流环境下服从频率依赖发生

率且带有线性外源项的反应 扩散 对流SIS模型

St=dSSxx -qSx +Λ(x)-a(x)S-β(x)
SI

m+S+I+γ(x)I,  0<x<L,t>0

It=dIIxx -qIx +β(x)
SI

m+S+I-γ(x)I, 0<x<L,t>0

dSSx(0)-qS(0)=0,Sx(L)=0, t>0
dIIx(0)-qI(0)=0,Ix(L)=0, t>0
S(x,0)=S0(x),I(x,0)=I0(x), 0<x<L

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(1)

其中:S和I分别代表易感群体和感染群体t时刻在x处的密度分布;系数dS,dI 分别代表易感群体和感染

群体的扩散率;q表示两个群体的对流速度;β(x)是疾病传播率,γ(x)是感染恢复率,它们都是[0,L]上
的正的Hölder连续函数;Λ(x)和a(x)分别表示易感群体的输入率和死亡率.参考文献[10],上游x=0和

下游x=L 分别是无流和自由流边界条件.频率依赖发生函数 SI
m+S+I

在种群动力系统中也被称作B-D功

能反应函数.我们假设在初始时刻,S0(x),I0(x)在[0,L]连续,且一定有感染个体,即∫
L

0
I0(x)dx>0,

S0(x)≥0,I0(x)≥0.

1 解的一致有界性

由抛物方程的理论,系统(1)在C2,1([0,L]×(0,Tmax))(0<Tmax≤ ∞)上有唯一的经典解.由I0≥0
且I0≢0和抛物方程的极大值原理可得该系统的解是正解.本节将证明模型(1)解的一致有界性,从而得到

解的全局存在性.为了记号方便,规定:

g* = max
x∈[0,L]

{g(x)},g* = min
x∈[0,L]

{g(x)}

对g=β,γ,Λ,a.
定理1 对于给定的初始值(S0,I0),系统(1)的解全局存在且一致有界,即存在与初始值无关的常数

M >0,使得对于某个充分大的常数T >0,有

‖S(·,t)‖L∞((0,L))+‖I(·,t)‖L∞((0,L))≤M,∀t>T
 证 只证明解的一致有界性.即对任意正整数k,都存在与初始值无关的正常数M=M(k),使得对于

某个充分大的正数T,有

‖S(·,t)‖Lk((0,L))+‖I(·,t)‖Lk((0,L))≤M,∀t>T (2)

 我们采用数学归纳法证明.对于k=1,取合适的ε>0,满足a* -εβ* >0

d∫
L

0
(S+(1+ε)I)dx[ ]

dt =-qS(L,t)-(1+ε)qI(L,t)+∫
L

0
[Λ(x)-a(x)S]dx+

ε∫
L

0
β(x)

SI
m+S+Idx-ε∫

L

0
γ(x)Idx≤

∫
L

0
Λ(x)dx-(a* -εβ*)∫

L

0
Sdx-

εγ*

1+ε∫
L

0
(1+ε)Idx≤
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ϑ-θ∫
L

0
[S+(1+ε)I]dx

其中:ϑ=∫
L

0
Λ(x)dx,θ=mina* -εβ*,εγ*

1+ε{ }>0.由Gronwall不等式,

∫
L

0
[S+(1+ε)I]dx≤e-θt∫

L

0
[S0(x)+(1+ε)I0(x)]dx+

ϑ
θ
(1-e-θt),∀t≥0

故当k=1时,(2)式成立.假设对于k-1,(2)式成立.下证:对于k,(2)式仍成立.事实上,在系统(1)第
一、二个方程两边分别乘以Sk-1,Ik-1 后积分,有

1
k

d∫
L

0
(Sk +Ik)dx[ ]
dt +(k-1)∫

L

0
[dSS2

xSk-2+dII2xIk-2]dx=

∫
L

0
β(x)

SIk

m+S+I-β(x)
SkI

m+S+I+γ(x)Sk-1I-γ(x)Ik +Sk-1(Λ(x)-a(x)S)é

ë
êê

ù

û
úúdx+

k-1
k -1

æ

è
ç

ö

ø
÷qSk(L,t)+

k-1
k -1

æ

è
ç

ö

ø
÷qIk(L,t)-

k-1
k q[Sk(0,t)+Ik(0,t)]≤

∫
L

0
[β*SIk-1+γ*Sk-1I-γ*Ik +Λ*Sk-1-a*Sk]dx≤

∫
L

0
[β*(ε'Ik +C(ε',k)Sk)]dx+∫

L

0
[γ*(ε'Ik +C(ε',k)Sk)]dx-γ*∫

L

0
Ikdx-a*∫

L

0
Skdx+

Λ*∫
L

0
Sk-1dx=

[(β* +γ*)ε'-γ*]∫
L

0
Ikdx+[(β* +γ*)C(ε',k)-a*]∫

L

0
Skdx+Λ*∫

L

0
Sk-1dx

取合适的ε',ε>0满足(β* +γ*)ε'-γ* =(β* +γ*)C(ε',k)-a* =-
γ*

2.由归纳假设,存在C>0,

使得

1
k

d∫
L

0
(Sk +Ik)dx[ ]
dt ≤C-

γ*

2∫
L

0
(Sk +Ik)dx

由Gronwall不等式,

∫
L

0
(Sk +Ik)dx≤e-

γ*k
2 t∫

L

0
(Sk

0(x)+Ik
0(x))dx+

2C
γ*
(1-e-

γ*k
2 t),∀t≥0 (3)

则(2)式对k成立.再由(3)式,存在某个正数M,使得

‖S(·,t)+I(·,t)‖Lk((0,L))≤M e-
γ*
2t‖S0(x)+I0(x)‖Lk((0,L))+

k
2C
γ*
(1-e-

γ*k
2 t)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

令k→ ∞,有

‖S(·,t)+I(·,t)‖L∞((0,L))≤M e-
γ*
2t‖S0(x)+I0(x))‖L∞((0,L))+1[ ]

从而,系统(1)的解一致有界且全局存在.

2 无病平衡点的存在唯一性和稳定性

记系统(1)对应稳态系统的无病平衡点为DFE(S
∧
,0),流行病平衡点为EE.我们首先证明DFE的存在

唯一性.

定理2 系统(1)的无病平衡点DFE(S
∧
,0)存在且唯一.

证  DFE(S
∧
,0)的存在唯一性等价于系统

dSSxx -qSx +Λ(x)-a(x)S=0,0<x<L
dSSx(0)-qS(0)=0
Sx(L)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(4)
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正解的存在唯一性.作变换􀭾S=e-
qx
dSS,则􀭾S 满足

dS􀭾Sxx +q􀭾Sx +Λ(x)e-
qx
dS -a(x)􀭾S=0,0<x<L

􀭾Sx(0)=0

dS􀭾Sx(L)+q􀭾S(L)=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)

注意到a(x)>0,则特征值问题

dSØxx +qØx -a(x)Ø =μØ,0<x<L
Øx(0)=0
dSØx(L)+qØ(L)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

的主特征值μ1 <0,其 对 应 的 主 特 征 函 数 Ø1 >0.取􀭾S1 =
max{Λ(x)e-

qx
dS}

min{a(x)}
,􀭾S2 =εØ1,且ε ≤

min-
Λ(x)e-

qx
dS

μ1Ø1
{ } 为一个充分小的正数,使得􀭾S1>􀭾S2.不难发现,􀭾S1,􀭾S2 是系统(5)的一对上下解.从而,

系统(5)存在正解.设􀭾S*,􀭾S** 为系统(5)的两个正解,则􀭾S* -􀭾S** 满足系统

dSωxx +qωx -a(x)ω=0,0<x<L
ωx(0)=0
dSωx(L)+qω(L)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(6)

由文献[14]知,系统(6)有唯一解ω=0.故􀭾S* =􀭾S**.因此,DFE(S
∧
,0)存在且唯一.

接下来,研究DFE的稳定性.系统(1)对应的稳态系统在(S
∧
,0)处线性化对应的特征值问题为

dSφxx -qφx -a(x)φ+ γ(x)-β(x)
S
∧

m+S
∧

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úψ+λφ=0,0<x<L

dIψxx -qψx + β(x)
S
∧

m+S
∧ -γ(x)é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úψ+λψ=0,0<x<L

dSφx(0)-qφ(0)=0,φx(L)=0
dIψx(0)-qψ(0)=0,ψx(L)=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(7)

考虑其无耦合的特征值问题

dIψxx -qψx + β(x)
S
∧

m+S
∧ -γ(x)é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úψ+λψ=0,0<x<L

dIψx(0)-qψ(0)=0

ψx(L)=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(8)

由Krein-Rutman定理,特征值问题(8)的主特征值(记作λ1)是简单的,且对应正的主特征函数.参考文献

[1,9]中基本再生数R0 的定义,考虑

-dIξxx +qξx +γ(x)ξ(x)=
1
R0

β(x)
S
∧

m+S
∧ξ(x),0<x<L

dIξx(0)-qξ(0)=0

ξx(L)=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(9)

作变换ζ(x)=e
-
qx
dIξ(x),则ζ(x)满足

-dIζxx -qζx +γ(x)ζ(x)=
1
R0

β(x)
S
∧

m+S
∧ζ(x),0<x<L

ζx(0)=0
dIζx(L)+qζ(L)=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(10)
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由变分法可得R0 的表达式为

R0(m,dS,dI,q)= sup
ζ∈H1((0,L))

ζ≠0

∫
L

0
β(x)

S
∧

m+S
∧ζ

2e
qx
dIdx

qζ2(L)e
qL
dI +dI∫

L

0
ζ2xe

qx
dIdx+∫

L

0
γ(x)ζ2e

qx
dIdx

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

 参考文献[9]的引理2.2,经过简单的计算可得λ1 与R0 有如下关系:

引理1 对任意的dS,dI,q,m >0,有1
R0

-1与λ1 同号.

证  对特征值问题(8)中的ψ(x)作变换η(x)=e
-
qx
dIψ(x),则η(x)满足

dIηxx +qηx + β(x)
S
∧

m+S
∧ -γ(x)é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úη+λ1η=0,0<x<L

ηx(0)=0
dIηx(L)+qη(L)=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(11)

方程(11)的两边同乘以ξ(x)后进行(0,L)上的积分,与方程(9)两边同乘以η(x)后进行(0,L)上的积分

作差得

1
R0

-1
æ

è
ç

ö

ø
÷∫

L

0
β(x)

S
∧

m+S
∧ξηdx=λ1∫

L

0
ξηdx

因为∫
L

0
ξηdx 和∫

L

0
β(x)

S
∧

m+S
∧ξηdx 为正,所以1

R0
-1与λ1 同号.

于是,DFE的稳定性可由R0 决定.接下来,我们得到了DFE的稳定性.
定理3 若R0 <1,则DFE线性稳定;若R0 >1,则DFE不稳定.
证  设R0 <1,σ是特征值问题(7)的谱.注意到σ=σ{ψ=0}∪σ{ψ≠0}.当σ{ψ=0}时,即考虑

特征值问题

dSφxx -qφx -a(x)φ+λφ=0,0<x<L
dSφx(0)-qφ(0)=0

φx(L)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(12)

由a(x)>0知特征值问题(12)的主特征值大于0.因此,问题(12)的所有特征值λ满足

inf{Reλ,λ∈σ{ψ=0}}>0
当σ{ψ≠0}时,只需考虑无耦合的特征值问题(8).由引理1,问题(8)的主特征值λ1 >0.从而

inf{Reλ,λ∈σ{ψ≠0}}>0
综上,inf{Reλ}>0.故当R0 <1时DFE稳定.

设R0 >1.由引理1,特征值问题(8)的主特征值λ1 <0.对于特征值问题(7),取λ=λ1 且ψ=ψ1 是

λ1 在特征值问题(8)中对应的主特征函数.此时,φ在问题(7)中唯一可解,故存在问题(7)的非平凡解,使

得Reλ<0.故当R0 >1时,DFE不稳定.
注1 参考文献[5]的定理3.2可证:当β(x)<γ(x)(此时,R0<1)或m 充分大时,DFE全局吸引.

从而,DFE全局渐近稳定.

3 系统(1)的一致持续性

上一节,证明了当R0 <1时,DFE的局部稳定性.本节将研究当R0 >1时,系统(1)的一致持续性.
定理4 给定(S0,I0),若R0 >1,则系统(1)一致持续:存在ε0 >0,使得

liminf
t→∞

S(x,t)≥ε0,liminf
t→∞

I(x,t)≥ε0
对x∈ [0,L]一致成立.此外,系统(1)至少存在一个EE.
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证  令E=C([0,L]),E+={u(x)∈E|u(x)≥0,∀x∈[0,L]}和U=E+×E+;令U0={(S0,

I0)∈U|I0 ≢0}和􀆟U0={(S0,I0)∈U|I0≡0},则U=U0∪􀆟U0,U0 和􀆟U0 分别是U 的开、闭子

集.为证得该定理,我们将运用文献[15]的结论.给定(S0,I0),系统(1)产生一个U 到U 上的半群T(t):

T(t)(S0,I0)=(S(·,t),I(·,t)),∀t≥0.由定理1,T(t)在U 上点耗散.由文献[11]的定理21.2,

T(t)是连续和紧的.由强极大值原理,对t≥0,有T(t)U0⊆U0 且T(t)􀆟U0⊆􀆟U0.令M􀆟 =
Δ {(S0,I0)∈

􀆟U0|T(t)(S0,I0)∈􀆟U0,∀t≥0},ω((S0,I0))是{T(t)(S0,I0)|t≥0}的ω 极限集.

先证 ∪
(S0,I0)∈M􀆟

ω((S0,I0))={(S
∧
,0)}.事实上,对I0 ≡0,则对任意的t≥0,有I≡0及S 满足

St=dSSxx -qSx +Λ(x)-a(x)S  0<x<L,t>0
dSSx(0,t)-qS(0,t)=0, t>0
Sx(L,t)=0 t>0
S(x,0)=S0(x) 0<x<L

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(13)

由于系统(13)有唯一的正稳态解S
∧

且全局渐近稳定,则lim
t→∞

S(x,t)=S
∧
(x)在[0,L]上一致成立.

再证对任意的(S0,I0)∈U0,都存在δ0>0,使得limsup
t→∞

‖T(t)(S0,I0)-(S
∧
(x),0)‖≥δ0.事实

上,由引理1,当R0>1时,λ1<0.由主特征值的连续性,存在ε0,使得λ1(ε0)<-ε0<0,其中λ1(ε0)
是问题

-dIΨxx +qΨx -β(x)
S
∧

-ε0

m+S
∧

+2ε0
Ψ +γ(x)Ψ =λΨ,0<x<L

dIΨx(0)-qΨ(0)=0
Ψx(L)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

的主特征值,Ψ0 为λ1(ε0)对应的主特征函数.固定ε0,假设对于任给的ε>0,有

limsup
t→∞

‖T(t)(S0,I0)-(S
∧
,0)‖ <ε,∀(S0,I0)∈U0

取ε<ε0,存在T>0,使得当t≥T时,有S
∧

-ε0<S
∧

-ε<S(x,t)<S
∧

+ε<S
∧

+ε0,0≤I(x,t)<ε<ε0.
对上述ε0,不难发现I是

θt-dIθxx +qθx -β(x)
S
∧

-ε0

m+S
∧

+2ε0
θ+γ(x)θ=0, 0<x<L,t>T

dIθx(0)-qθ(0)=0 t>T
θx(L)=0 t>T
θ(x,T)=I(x,T)≥cΨ(x,T), 0<x<L

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(14)

的上解.若(S0,I0)∈U0,则S(·,t)≫0,I(·,t)≫0,∀t≥0.不妨设(S0,I0)∈int(E+)×int(E+),

则存在c > 0,使 得I(x,T)≥cΨ0(x).而ce-λ1(ε0)tΨ0(x)是 系 统(14)的 解.因 此,I(x,t)≥

ce-λ1(ε0)tΨ0(x)→ ∞(t→ ∞)在[0,L]上一致成立,这与I 有界矛盾,结论成立.由以上两个结论可知,

(S
∧
,0)是T 在U 中孤立的不变集,且WS((S

∧
,0))∩U0=∅,其中WS((S

∧
,0))是 (S

∧
,0)在T 上的稳定

集.结合文献[12]定理3.3类似的论述可得系统(1)的一致持续性.此外,由文献[13]定理1.3.7,一致持续

性蕴含EE的存在性.

4 R0 对dI 及q的依赖性

上述研究表明系统(1)解的性态主要由R0决定,接下来我们将研究R0的性质.为了书写方便,将q=0时

的R0 记作R0

∧

=R0(m,dS,dI,0).
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定理5 设a'(x)-
Λ'(x)

S
∧
(x)

≤0.固定dI,dS,m>0,则R0在[0,+∞)上关于q严格单调递减.同时,

lim
q→0

R0=R0

∧
,lim

q→∞
R0=0.

证  先证S
∧

在(0,L)内关于x 严格单调递增.事实上,S
∧

满足系统

dSS
∧

xx -qS
∧

x +Λ(x)-a(x)S
∧

=0,0<x<L

dSS
∧

x(0)-qS
∧
(0)=0

S
∧

x(L)=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(15)

令u=
S
∧

x

S
∧
,则u 满足

dSuxx +(2dSu-q)ux -
Λ(x)

S
∧
(x)

u=a'(x)-
Λ'(x)

S
∧
(x)

,0<x<L

u(0)=
q
dS

u(L)=0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

由极大值原理,当a'(x)-
Λ'(x)

S
∧
(x)

≤0时,有u>0.从而,S
∧

x >0,x ∈ (0,L).

再证S
∧

在[0,+∞)上关于q严格单调递减.事实上,在系统(15)两边同时对q求导得

dS(S
∧

'q)xx -q(S
∧

'q)x -a(x)S
∧

'q =S
∧

x,0<x<L

dS(S
∧

'q)x(0)-qS
∧

'q(0)-S
∧
(0)=0

(S
∧

'q)x(L)=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(16)

由于S
∧

在(0,L)内关于x 严格单调递增,所以当a'(x)-
Λ'(x)

S
∧
(x)

≤0时,有S
∧

x >0.故由极大值原理,

S
∧

'q <0.
最后证R0 对q的单调性.在系统(10)两边同时对q求导得

dIζ'xx +ζx +qζ'x -γ(x)ζ'=
R'0(q)
R2
0

β(x)S
∧

m+S
∧ ζ-

1
R0

β(x)S
∧

m+S
∧ζ'-

1
R0

mβ(x)S
∧

'q

R0(m+S
∧
)2
ζ,0<x<L

ζ'x(0)=0
dIζ'x(L)= -ζ(L)-qζ'(L)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(17)

其中ζ'表示ζ 对q的导函数.系统(17)第一个方程两边同乘以e
qx
dIζ 后对x 进行(0,L)上的积分,与系统

(10)第一个方程两边同乘以e
qx
dIζ'后对x 进行(0,L)上的积分相减得

R'0(q)=-R2
0

1
2e

qL
dIζ2(L)+

1
2ζ

2(0)+
q
2dI∫

L

0
e

qx
dIζ2dx-

1
R0∫

L

0
e

qx
dIβ(x)

mS
∧

'q

(m+S
∧
)2
ζ2dx

∫
L

0
e

qx
dIβ(x)

S
∧

m+S
∧ζ

2dx

由于S
∧

在[0,+∞)上关于q严格单调递减,所以S
∧

'q <0.从而,R'0(q)<0,即R0 在[0,+∞)上关于q
严格单调递减.
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最后,由R0 对q的连续性可知,lim
q→0

R0=R0

∧

.再参考文献[10]中引理4.9的证明方法可得lim
q→∞

R0=0.

注2 特别地,若Λ(x),a(x)恒为正常数或a'(x)≤0,Λ'(x)≥0,则满足以上定理5的条件,进而

R0 在[0,+∞)上关于q严格单调递减,因此对流速度q的增加有利于传染病的控制.

定理6 设a'(x)-
Λ'(x)

S
∧
(x)

≤0.固定m,dS >0,以下是R0 对dI,q的依赖性:

(i)若∫
L

0
β(x)

S
∧
(x)

m+S
∧
(x)
dx >∫

L

0
γ(x)dx,则存在唯一的阈值􀭵q,使得当0<q<􀭵q时R0>1,当q>

􀭵q 时R0 <1.

(ii)若∫
L

0
β(x)

S
∧
(x)

m+S
∧
(x)
dx<∫

L

0
γ(x)dx,且β(x)

S
∧
(x)

m+S
∧
(x)

-γ(x)在(0,L)内变号,则存在唯一

的阈值d*
I >0满足方程R0

∧
(d*

I )=1,使得

(a)对于dI ∈ (0,d*
I ),存在唯一的阈值􀭹q,使得当0<q<􀭹q 时R0 >1,当q>􀭹q 时R0 <1;

(b)对于dI ∈ [d*
I ,∞),对任意的q>0,有R0 <1.

证  (i)由定理5,lim
q→∞

R0=0.再由文献[5]的命题2.3,若∫
L

0
β(x)

S
∧
(x)

m+S
∧
(x)
dx >∫

L

0
γ(x)dx,则

lim
q→0

R0=R0

∧

>1.因此,至少存在一个阈值􀭵q>0,使得R0(􀭵q)=1.由定理5知,当a'(x)-
Λ'(x)

S
∧
(x)

≤0时

R'0(q)<0.从而􀭵q 是R0(q)=1唯一的根.

(ii)由定理5,R'0(q)<0且lim
q→∞

R0=0.由文献[5]的命题2.3,若∫
L

0
β(x)

S
∧
(x)

m+S
∧
(x)
dx<∫

L

0
γ(x)dx,

且β(x)
S
∧
(x)

m+S
∧
(x)

-γ(x)在(0,L)内变号,则当dI ∈(0,d*
I )时lim

q→0
R0=R0

∧

>1,当dI ∈[d*
I ,∞)

时lim
q→0

R0=R0

∧

<1.对于dI∈(0,d*
I ),存在阈值􀭹q>0,使得当0<q<􀭹q时R0>1,当q>􀭹q时R0 <1.

对于dI ∈ [d*
I ,∞),则不存在这样的q* >0满足R0(q*)=1.即对任意q≥0,有R0 <1.

注3 对比文献[5]的命题2.3中R0

∧
的性质,我们发现在开放对流环境下,对流率q使得基本再生数的

性质发生显著变化.首先在风险较高的区域,当q 充分大时,R0 <1.其次在低风险区域,即使当dI 较小

时,只要q充分大,仍然有R0 <1.综上可知,在开放对流环境下,对流率的增加有利于疾病的控制.

5 结论

本文研究了一个开放对流环境下服从频率依赖发生率和带有外源输入的SIS模型,证得了解的一致有

界性和全局存在性,论证了基本再生数R0是系统(1)动力学行为的一个阈值,发现在一定条件下R0关于q
单调递减,且定理6表明在开放对流环境下,对流速度q的增加有助于传染病的控制.但当R0<1时,DFE
的全局稳定性仍是一个具有挑战性的难题.同时,本文仅讨论了流行病平衡点的存在性,实际上,流行病平

衡点的渐近行为也是一个值得进一步研究的问题.
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