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基于正则变换条件下的
尾部失真风险度量的渐近行为①
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摘要:本文对在正则变换条件下的失真风险度量的尾部进行了讨论,得到了该尾部失真风险度量的一些渐近性质.
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“风险”一词本身是带有中性色彩的,它表示一种不确定性.风险度量的存在就是通过客观建立的一种

规则,使得每一个可能的风险都可以通过一个具体的数值表示出来,即风险度量的值.为了满足人们在不

同条件背景,不同时期对风险度量的不同要求,学者们对于度量风险的方法一直不断地推陈出新.其中失

真风险度量相对来说具有许多良好的性质.它是基于某个具有一定性质的失真函数通过一定变换而得到的

一类新的风险度量.在实际应用中,重尾分布的尾部通常会携带大量重要的信息,因此重尾的极端现象一

旦发生会造成非同寻常的影响.极端事件从统计角度甚至可以认为不会发生,但是在风险管理中具有极其

重要的研究意义,因此,尾部失真风险度量的研究就变得极为重要和有价值.
文献[1]对随机权重的次序统计量线性和条件下的尾部失真风险度量的渐近性质进行了讨论;文献[2]

给出了尾部失真风险度量的稳健估计;文献[3]提出了一种构造 Wang失真风险度量的极端类似物的方法;
文献[4]给出了失真风险度量的定义.即 Wang风险度量;文献[5]首次引入了p 水平下的失真风险度量,
即尾部失真风险度量,并证明了连续损失变量的尾部失真风险度量仍然属于风险度量;文献[6-7]介绍了极
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值理论的相关知识,这是讨论风险度量尾部渐近性质的理论基础;文献[8]引入分位数给出了新的关于失

真风险度量的定义,方便寻找其估计量.文献[9]利用极值统计方法对重尾失真风险度量进行了实证估计,
并提出一种针对估计量的降偏方法;文献[10]主要研究了在险价值VaR的尾渐近性和次可加性;文献[11]
在帕累托经典模型下利用极大似然估计法和矩估计法得到了一些常见风险度量的估计;文献[12]对失真风

险度量从定义、性质以及与随机序列之间的关系等多方面的研究进行概括和总结;文献[13-16]介绍了极值

理论和重尾分布下找寻估计量的方法.本文主要讨论了基于正则变换条件下尾部失真风险度量的一阶渐近.

1 预备知识

设X 是R=(-∞,∞)上的随机变量,其分布函数为FX(x).给定一个单调非减的右连续函数

g:[0,1] →[0,1]且满足g(0)=0,g(1)=1,则与失真函数g相关的随机变量X 的失真风险度量[4]可

定义为:

Rg(X)=∫
0

-∞
[g(􀭺FX(x))-1]dx+∫

∞

0
g(􀭺FX(x))dx

其中􀭺FX(x):=1-FX(x)是随机变量X 的生存函数(右尾函数).
文献[5]首次提出p 水平下的尾部失真风险度量,其方法是用失真函数g(·)引出一个新的失真函数

gp(·),两者之间的关系为

gp(u)=
g

u
1-p
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,0≤u≤1-p

1,1-p≤u≤1

ì

î

í

ïï

ïï

其中参数p∈ (0,1)表示置信水平,并且证明了连续损失变量X 的尾部失真风险度量仍然是一个失真风

险度量.
在实际应用中,失真风险度量应当同时考虑损失和利润两个方面,文献[5]提出的p 水平下的尾部失

真风险度量只关注了损失而未将利润考虑进去.因此,综合损失与利润两个方面,风险变量X 的p 水平下

的尾部失真风险度量定义如下

Rp(X)=∫
0

-∞
[gp
(􀭺FX(x))-1]dx+∫

∞

0
gp(􀭺FX(x))dx

注意,当风险变量X 连续时,该定义与文献[5]中给出的定义意义相同.
在尾部失真风险度量的定义中,参数p 清楚地代表了置信水平.正是由于风险的尾部区域对应着重大

损失,它的发生往往伴随着灾难性的后果.如今,人们热衷于度量风险的尾部区域.因此,在本文中,我们

将研究当p →1时尾部失真风险度量的渐近行为.从这个角度来看,使用极值理论是合适的.
极值理论通常把随机样本或者随机样本中极端事件发生的概率作为主要的研究对象并且视为统计推断

中的主要依据.本文所要体现的是极值理论在风险度量中的应用,用极值理论的方法来拟合金融数据有两

个明显优势:① 能够针对资产收益的尾部进行很好的刻画,得到的近似分布也更加贴近实际情况;② 该方

法只关注尾部分布而不用考虑整体分布的情况,因此减少了模型选用不当的风险.
设{Xn,n≥1}是一列独立同分布的随机变量序列,其累积分布函数是F(x),记Mn =max{Xi,1≤

i≤n}为{Xn,n≥1}的最大值.如果存在赋范化常数an >0和bn,使得对一非退化分布函数G 中所有连

续点x,都有

lim
n →∞

P Mn -bn

an
{ }=Fn(anx+bn)=Gγ(x)

那么,就称F(x)属于G 的吸引场,记为F ∈D(G).由文献[6-7]可知G 有3种类型.在同类意义下,这

3种类型可统一写为广义极值分布

Gγ(x)=exp(-(1+γx)-
1
γ),1+γx≥0

其中γ∈R,称γ 为极值指数.
由于本文讨论的一阶渐近行为是建立在3种吸引场情况上的,因此我们用广义正则变换的概念对这
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3种吸引场进行统一描述.对于一个正可测函数f(·),有指数γ∈R,如果存在一个辅助函数a(·)>0,对

所有的x >0都满足

lim
t→∞

f(tx)-f(t)
a(t) =

xγ -1
γ

则定义正可测函数f(·)是指数为γ 的广义正则变换,记为f(·)∈ERVγ.

在下文中我们假定函数U(t)=
1

1-F
æ

è
ç

ö

ø
÷

􀲓

(t)=F􀲓 1-
1
t

æ

è
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ø
÷ ,t≥1是指数为γ∈R的广义正则变换(记

为U ∈ERVγ),其一阶辅助函数为a0(·)>0,其中F􀲓(x)=inf{y:F(y)≥x}是F 的广义逆函数.
通过文献[8]中的定理6可以将Rp(X)重新定义为:

Rp(X)=∫
1

0
F􀲓(1-s)dgp(s)=∫

1

0
U 1

s(1-p)
æ

è
ç

ö

ø
÷dg(s) (1)

此关系式将是我们推导Rp(X)渐近行为的起点.
从关系式(1)中我们可以看出,当p→1时当且仅当Rp(X)→F􀲓(1),并且我们假设P(X=F􀲓(1))=

0,否则当p 趋近于1时,Rp(X)=F􀲓(1).对于一个分布函数为F 的风险变量X,我们考虑其分布函数是

来自极值分布的三大吸引场的最大吸引域.
当上端点F􀲓(1)=∞ 时,积分

∫
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通过等式左右两边变换可以得到Rp(X)的展开式即

Rp(X)=F􀲓(p)+a0
1

1-p
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ç
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÷∫
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dg(s) (2)

因此我们研究Rp(X)在p →1时的渐近行为,进一步可以归结为讨论在p →1时积分

∫
1

0

U 1
s(1-p)
æ

è
ç

ö

ø
÷-U 1

1-p
æ

è
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ö
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1
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dg(s) (3)

的收敛性.
同理可得,当上端点F􀲓(1)<∞时,我们研究F􀲓(1)-Rp(X)在p→1时的渐近行为,进一步可以

归结为讨论在p →1时积分

∫
1

0

F􀲓(1)-U 1
s(1-p)
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dg(s) (4)

的收敛性.
下面给出本文的主要结果.

2 主要结论及其证明

定理1 假设条件U ∈ERVγ 成立,在重尾(γ≥0)情况下,存在η>0,使得积分∫
∞

1
g x-

1
γ+η( )dx 存

在,那么:

1)当上端点F􀲓(1)=∞ 时,
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lim
p→1∫

1

0
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dg(s)=∫
1

0

s-γ -1
γ dg(s)

 2)当上端点F􀲓(1)< ∞ 时,

lim
p→1∫

1
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γ dg(s)

 证 根据文献[6]中的定理B.2.18,可以得到在重尾(γ≥0)情况下,对于任意ε,δ>0,存在0<p0=
p0(δ)<1,其中p0≤p≤1,0<s<1,

U 1
s(1-p)
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γ+δ

 为得到积分(3)和(4)的收敛值,我们还需验证下面两个不等式成立:存在δ>0,

∫
1

0

1
s

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ+δ

dg(s)< ∞ (5)

∫
1

0

s-γ -1
γ dg(s)< ∞ (6)

 a)当γ=0时:利用条件∫
∞

1
g x-

1
γ+η( )dx < ∞ 和分部积分法,得到

∫
1

0

1
s

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ+δ

dg(s)=∫
1

0

1
s

æ

è
ç

ö

ø
÷

δ

dg(s)=1-∫
∞

1
g(s)ds-δ =1-∫

∞

1
g x-

1
δ( )dx< ∞

即不等式(5)成立;应用勒贝格控制收敛定理,得到

lim
γ→0∫

1

0

s-γ -1
γ dg(s)=∫

1

0
lim
γ→0

s-γ -1
γ dg(s)=∫

1

0
lns-1dg(s)≤∫

1

0
s-δdg(s)< ∞

即不等式(6)成立(最后一步成立是由于当γ=0时不等式(5)成立).

b)当γ>0时:取δ=-
γ
2
,得到

∫
1

0

1
s

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ+δ

dg(s)=∫
1

0
s-

γ
2dg(s)< ∞

即不等式(5)成立;由于-
1
γ <-

1
γ+δ

一定成立,因此得到

∫
1

0

s-γ -1
γ dg(s)=

1
γ∫

1

0
s-γdg(s)-1( ) =1γ∫

∞

1
g x-

1
γ( )dx≤

1
γ∫

∞

1
g x-

1
γ+δ( )dx< ∞

即不等式(6)成立.
最后应用勒贝格控制收敛定理即可证得.
定理2 假设条件 P(X =F􀲓(1))=0成立,在重尾(γ ≥0)情况下,存在η >0,使得积分

∫
∞

1
g x-

1
γ+η( )dx 存在,可得到尾部失真风险度量Rp(X)的一阶渐近结果如下所示:

1)当上端点F􀲓(1)=∞ 时,

lim
p→1

Rp(X)=F􀲓(p)+a0
1

1-p
æ
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ø
÷∫
1

0

s-γ -1
γ dg(s)

 2)当上端点F􀲓(1)< ∞ 时,

lim
p→1
[F􀲓(1)-Rp(X)]=[F􀲓(1)-F􀲓(p)]-a0

1
1-p
æ

è
ç

ö

ø
÷∫
1

0

s-γ -1
γ dg(s)

 证  前文中已得到Rp(X)的展开式,即
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1)当上端点F􀲓(1)=∞ 时,

Rp(X)=F􀲓(p)+a0
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 2)当上端点F􀲓(1)< ∞ 时,

[F􀲓(1)-Rp(X)]= [F􀲓(1)-F􀲓(p)]-a0
1
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 再由定理1即可证得.
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