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基于SAIC方法的纵向数据模型平均①

王梓屹
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摘要:传统的SAIC模型平均所需运行时间随数据维数而呈现出阶乘级的增长,其预测精度也随之下降.本文基于

传统SAIC模型平均法进行了改进,提出一类基于SAIC加权法的纵向数据模型平均法,使运算效率大幅提升,并

且使预测效果拥有良好的稳定性.模拟实验结果表明,与传统方法相比,在预测残差平方和层面,本文提出的新模

型在稳定性、精准性和运行速度方面均优于传统方法.
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Abstract:TherunningtimerequiredfortraditionalSAICmodelaveragingshowsastepwiseincreasewith

thenumberofdatadimensions,anditspredictionaccuracydecreases.Inthispaper,weproposeaclassof

longitudinaldatamodelaveragingmethodbasedonthetraditionalSAICmodelaveragingmethod,which

cansignificantlyimprovethecomputationalefficiencyandmakethepredictionresultshavegoodstability.

Thesimulationexperimentalresultsshowthatthenewmodelproposedinthispaperoutperformsthetra-

ditionalmethodintermsofstability,accuracyandrunningspeedinpredictingthesumofsquaredresiduals

comparedwiththetraditionalmethod.
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现实生活中,数据往往存在不确定性.有些模型能很好拟合已持有的数据,但进行预测时却与真实情

况相差较大,误导决策者做出错误的决策[1].模型平均的出现解决了这一问题,使预测模型变得更加稳定.
传统的变量选择方法代表是:赤池信息量准则 (Akaikesinformationcriterion,AIC)由文献[2]在研

究信息论尤其是在解决时间序列的定阶问题时提出,现常被用于处理模型选择,评估模型的复杂度等属性.
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作者简介:王梓屹,硕士研究生,主要从事纵向数据的研究.



目前经典的模型平均法有两类:频率模型平均法FMA[3-4]和贝叶斯模型平均法BMA[5-6](核心思路是

通过后验概率来分配权重).
文献[7]提出的超高维回归下的模型平均法中,考虑了预测因子数量p 超过样本容量n 的高维回归问

题,为高维回归问题开发了一个新的模型平均程序,主要研究了该方法下的渐近最优性和模型的权重赋予.
文献[8]提出的水手刀模型平均法是一类分位数回归模型平均(quantileregressionmodelaveraging).为了

考虑分位数回归模型中的误差项和解释变量之间的相关性,提出了一种重叠模型平均估计模型,该方法证

明了在最小化样本外最终预测误差方面的渐近最优性.
这些研究表明,模型平均预测参数通常会比单一的模型选择方法预测的参数实现更低的估计、预测误

差和风险.传统的SAIC方法尽管表现较好,但耗时极长.本文提供一种新的模型平均思路用以提升模型的

稳定性、准确性和运行速度.

1 广义估计方程中的最小AIC模型

假设有k个模型,根据文献[2]有其中第i个模型中赤池信息量为

AICi=-2log(Li)+2pi

其中:Li 为第i个模型的似然函数,pi 为第i个模型的参数.
由于本文是纵向数据,并且采用的是广义估计方程用于预测,使用拟似然函数计算赤池信息量过于冗

杂,本文通过残差平方项代替似然函数项.将第i个模型的赤池信息量变为:

AICi=2pi+N·log
RSSi

N
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其中:残差平方和RSSi=‖Y-Y
∧

i‖2;N =∑
m

i=1
ni 为纵向数据中的样本数.在样本数相同的不同广义估计

方程中,N 的值都是相等的.
在所有的k个模型中,每个模型对应一个赤池信息量.从k 个赤池信息量中选出赤池信息量最小的模

型,将该模型作为预测模型,记为mAIC(minimumAICmodel).

2 SAIC模型平均法

文献[3]较为详细提到了SAIC模型平均法.其中详细说明了模型平均法的思路和SAIC方法的推导,

并主要研究了模型的权重赋值.
由赤池信息量的定义

AICi=-2log(Li)+2pi

我们不难通过变形得到两个拥有不同参数量和似然函数模型的赤池信息量函数比值

Liexp(-pi)
Ljexp(-pj)
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 值得一提的是,在惩罚项相等的时候,该函数会变为似然函数的优势比.
由(2)式可以得到一个关于模型权重ωk 的计算公式.假设有K 个子模型做模型平均,则第k个子模型

在该模型平均中分配到的权重为

ωk =
exp-

1
2AICk
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,k=1,2,…,K (3)
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 由该方法得出的模型权重有以下特点:

1)拥有相同赤池信息量的模型具有相同的权重.

2)假设利用K 个子模型做模型平均,这些权重将仅与赤池信息量有关,和惩罚项无关(他们拥有相同

的变量数p).

3)拥有更小赤池信息量的模型具有更大的权重.

3 基于SAIC的4类模型平均法

本文研究的纵向数据数据结构的参数和符号说明如下:

设{(yij
,xij

);j=1,2,…,ni}是第i个个体的观测,其中(i=1,2,…,m),设置yi(ni×1)=(yi1,

yi2,…,yini
)T,且Xi(ni×p)=(xi1,xi2,…,xini

),则纵向数据为如下线性回归模型

yi=Xiβ+ε (4)

其中:y 为(N ×1)的向量,y=(yT
1,yT

2,…,yT
m)T,X 为(N ×p)维的矩阵,X=(XT

1,XT
2,…XT

m)T,

残差项ε 的维度同y 一致,且服从多元正态分布ε ~N(0,Σ),Σ 为N ×N 阶的分块对角矩阵,即

Σ=diag(Σ1,Σ2,…,Σm)

  通常情况下,自变量p 越多,样本量N 需要得就越多,因此我们要求N >p.

3.1 MSAIC

MSAIC的核心思路是:在拥有相同参数数量的所有子集中选取p 个(p 为数据的协变量数)赤池信息

量最小的模型,并对这p 个模型进行加权.具体步骤如下:

参数数目为1的子集为(X1,X2,…,XP),从中选取赤池信息量最小的模型(Xk1);参数数目为2的子

集有(X1,X2),(X1,X3),…,(Xp-1,Xp),从中选取赤池信息量最小的模型(Xl1,Xl2).重复此动作共p
次,挑选出p 个子集

((Xk1),(Xl1,Xl2),…,(Xr1,Xr2,…,Xrp))

 基于广义估计方程,p 个子模型共能算出p 个估计方程:(f1(·),f2(·),…,fp(·)).
代入数据后可以得出p 个关于Y 的拟合值组成的向量:

Y
∧

1=f1(Xk1)

Y
∧

2=f2(Xl1,Xl2)

…

Y
∧

p =fp(Xr1,Xr2,…,Xrp)

 利用SAIC加权法,对这p 个子集基于SAIC方法进行加权.这p 个子集可以得到p 个赤池信息量.第

i个模型的赤池信息量变为

AICi=2pi+N·log
‖Y-Y

∧
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 该模型的权重ωi 的计算方式

ωi=
exp-

AICi
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由此可获得p 个模型的权重(ω1,ω2,…,ωp).

相较传统的SAIC方法,该计算量从约p! 降低为(2p -1).
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在模型(7)中代入数据后能得出Y 的估计值Y
∧
:

Y
∧

=ω1f1(Xk1)+ω2f2(Xl1,Xl2)+…+ωpfp(Xr1,Xr2,…,Xrp) (7)

 该模型平均方法仅对传统的SAIC模型平均法的最后的加权步骤进行了改进,计算量仍然巨大,为解

决这一问题,本文进一步提出了 MOSAIC以降低模型平均法的计算量.

3.2 MOSAIC

MOSAIC(Minimum OnwardSmoothAIC),是 MSAIC 的 改 进 方 法,借 鉴 了 逐 步 回 归 向 前 法

(ForwardStepwise).MOSAIC的具体步骤如下:

1)从参数数量为1的子模型中选择拥有最小赤池信息量(共需计算p 个模型)的子模型(Xk1).

2)在参数数量为2的所有子模型中(共需计算(p-1)个模型),从拥有(Xk1)的子模型中,选择拥有最

小AIC的子模型(Xk1,Xk2).重复此行为,直至将所有参数加入到子模型(Xk1,Xk2,…,Xkp)中,挑选出p
个子集,基于广义估计方程算出p 个估计方程:

(f1(·),f2(·),…,fp(·))

 3)利用SAIC加权法,仅对这p个子集基于SAIC方法进行加权,得到p个权重(ω1,ω2,…,ωp).代

入数据后能得出Y 的估计值

Y
∧

=ω1f1(Xk1)+ω2f2(Xk1,Xk2)+…+ωpfp(Xk1,Xk2,…,Xkp) (8)

 该计算量相较本章第一小节提出的 MSAIC方法的计算量,从(2p -1)降低为p(p+1)
2 .

该模型平均方法虽然对 MSAIC进行了改进,但其计算量仍然较大,在维度较高的数据中仍难以快速

输出结果.为解决这一问题,本文进一步提出了 MOOSAIC.

3.3 MOOSAIC

MOOSAIC(MarginOverweightedofSmoothAIC),是 MOSAIC的改进方法.

1)计算参数数量为1的所有子模型的赤池信息量(共需计算p个模型),并依据该赤池信息量按从小到

大的顺序,对子模型进行排序

(Xk1(1),Xk2(2),…,Xkp(p))

p 个子模型所示

(Xk1(1)),(Xk1(1),Xk2(2)),…,(Xk1(1),Xk2(2),…Xkp(p))

其中第i个模型为

(Xk1(1),Xk2(2),…Xki(i)) (9)

 基于广义估计方程,p 个子模型能算出p 个估计方程

(f1(·),f2(·),…,fp(·)) (10)

 基于SAIC方法,对p个模型的赤池信息量进行加权,得到p个权重(ω1,ω2,…,ωp),代入数据后能

得出Y 的估计值:

Y
∧

=ω1f1(Xk1(1))+ω2f2(Xk1(1),Xk2(2))+…+ωpfp(Xk1(1),Xk2(2),…,Xkp(p)) (11)

 与 MOSAIC相比,Y
∧

的计算量从p(p+1)
2

降低为(2p-1).

3.4 MO&MOO加权模型

将 MOSAIC模型输出的残差平方和与 MOOSAIC模型输出的残差平方和进行加权,且权重变化非线

性,可以给出其权重公式:
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ωmo=
exp(‖Y-Y

∧

mo‖2)

exp(‖Y-Y
∧

v‖2)+exp(‖Y-Y
∧

moo‖2)
(12)

ωmo=
exp(‖Y-Y

∧

moo‖2)

exp(‖Y-Y
∧

mo‖2)+exp(‖Y-Y
∧

moo‖2)
(13)

 MOSAIC和 MOOSAIC的加权模型为

Y
∧

mo&moo=ωmofmo(·)+ωmoofmoo(·) (14)

记为 MO&MOO模型.
该模型为 MOSAIC和 MOOSAIC利用指数进行的简单加权.引入该模型是为说明:并非加权模型的

部头越大,模型拟合效果就越好越稳定.之后的结果,无论是预测精度还是稳定效果,MO&MOO模型都

远不如它的两个组成部分:MOOSAIC模型和 MOSAIC模型.

4 模拟研究

本章借助高维纵向数据的模型平均估计[9]生成模拟数据,并在此基础上对模拟数据的各项参数进行调

试,以确保模型预测的稳定性和精准性.本章模拟研究的抽样方法采用的是Bootstrap自助法,随机挑选训

练集和测试集,并用不同方法进行拟合,重复该过程100次,之后将对这100次拟合得到的预测残差平方和

进行研究.评价模型预测效果的标准是:预测残差平方和的中位数和四分位差.

4.1 模拟生成数据

生成模拟数据用于实验.过程如下:

yij =μij +εij
,i=1,2,…,m,j=1,2,…,ni (15)

其中:μij=∑p

k=1xij,kβk +εij
,i=1,2,…,m,j=1,2,…,ni,m 为总个体数,ni 为每个个体内的观测数,

总样本数为∑
m

i=1ni;βk,k=1,2,…,p,共生成p个模拟变量的系数,其中有s个真实变量由均值为0,标

准差为0.5的正态分布生成;其余虚假变量值设置为0,生成的数据是p 维数据.解释变量的均值为0p.其

中,多元数据的协方差矩阵为

1 d d2 … dp-1

d 1 d … dp-2

︙ ︙ ︙ ︙

dp-1 dp-2 dp-3 … 1
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 由于本文计算赤池信息量时使用的方法是利用残差平方和代替似然函数,因此默认残差服从正态分布.
为了研究残差服从正态分布是否会对模型预测产生较大影响,本文在之后的实验中对残差项不断进行重复

实验,以确保在极端残差情况下仍能保持预测的稳定性.
将随机误差项设为c×AR(1),其中:AR(1)过程为

εi,j =ρεi,j-1+vi,j
(16)

c为调整随机误差项的一个压缩参数,vi,j 服从正态分布N(0,1).初始c值为1,初始ρ 值为0.5.
考虑如下的具体设计:令

p=30,m=500,ni=8,

c∈ {0.2,1,2},ρ∈ {0.2,0.4,0.6},d∈ {0.1,0.5,0.9}

从总体500个个体中挑选350个个体作为训练集,150个个体作为测试集,即训练集样本量为2800,测试集

为1200.
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在实验中,我们将提出的模型平均估计量 MOOSAIC记为 moo,MOSAIC与 MOOSAIC加权拟合模

型平均记为mo&moo,逐步回归法最小AIC模型选择记为 mAIC,Scad模型选择记为ex_scad,Lasso模

型选择记为ex_lasso和全模型,并进行横向比较.通过计算不同模型下的残差平方和来比较各种方法的优

劣,重复100次实验,每次实验输出7个模型的残差平方和,利用残差平方和绘制箱型图来对比各模型的

优劣,同时给出了不同情况下预测残差平方和的上四分位数、中位数和下四分位数与四分位差的统计表

(表1-5),其中:1stQu.表示下四分位数;Median表示中位数;3rdQu.表示上四分位数;Qu.Deviation
表示四分位差;箱型图中纵坐标为残差平方和.

4.2 模拟实验

实验1 变动协方差矩阵

保持自回归模型里的常系数0.2和压缩参数1不变,通过控制自回归模型里的常系数和压缩参数,使

得协方差矩阵中的d 值分别取0.1,0.5,0.9,各方法预测残差平方和箱型图见图1,预测残差平方和的上

四分位数、中位数和下四分位数与四分位差见表1-3.

图1 在d 取不同值时各方法预测残差平方和箱型图的比较

表1 d=0.1时预测残差平方和的上四分位数、中位数和下四分位数与四分位差

mAIC 全模型 MOSAIC moo mo&moo lasso scad

1stQu. 1226.904 1231.066 1226.762 1224.210 1227.039 1231.240 1232.610

Median 1231.304 1237.673 1230.425 1227.836 1231.239 1237.127 1238.527

3rdQu. 1235.197 1243.363 1235.582 1232.163 1235.055 1244.076 1245.666

Qu.Deviation 8.293 12.297 8.820 7.952 8.016 12.835 13.056
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表2 d=0.5时预测残差平方和的上四分位数、中位数、下四分位数与四分位差

mAIC 全模型 MOSAIC moo mo&moo lasso scad

1stQu. 1226.491 1231.675 1226.097 1221.828 1226.481 1230.988 1232.376

Median 1232.121 1237.679 1231.799 1225.447 1232.067 1237.101 1239.064

3rdQu. 1239.198 1246.314 1238.029 1230.469 1238.628 1246.077 1247.640

Qu.Deviation 12.708 14.640 11.932 8.641 12.148 15.089 15.264

表3 d=0.9时预测残差平方和的上四分位数、中位数、下四分位数与四分位差

mAIC 全模型 MOSAIC moo mo&moo lasso scad

1stQu. 1227.556 1232.514 1227.166 1223.992 1227.683 1230.377 1232.661

Median 1235.737 1241.549 1234.026 1227.934 1236.064 1238.348 1240.726

3rdQu. 1242.752 1248.828 1240.521 1234.779 1242.293 1247.527 1250.311

Qu.Deviation 15.196 16.314 13.355 10.787 14.609 17.150 17.650

实验2 变动压缩参数

通过控制协方差矩阵中的d 值为0.5且保持自回归模型里的常系数0.2不变,使得压缩参数c依次取

0.2和2,各方法预测残差平方和箱型图见图2,预测残差平方和的上四分位数、中位数和下四分位数与四

分位差见表4-5.

图2 在c取不同值时各方法预测残差平方和箱型图的比较

表4 c=0.2时预测残差平方和的上四分位数、中位数和下四分位数与四分位差

mAIC 全模型 MOSAIC moo mo&moo lasso scad

1stQu. 49.944 50.164 49.951 49.788 49.822 49.931 50.046

Median 50.129 50.401 50.157 49.928 50.018 50.152 50.316

3rdQu. 50.291 50.631 50.335 50.080 50.152 50.308 50.498

Qu.Deviation 0.346 0.466 0.385 0.292 0.330 0.377 0.452

表5 c=2时预测残差平方和的上四分位数、中位数和下四分位数与四分位差

mAIC 全模型 MOSAIC moo mo&moo lasso scad

1stQu. 4994.437 5016.417 4995.089 4981.373 4995.089 5013.150 5016.412

Median 5012.944 5040.125 5015.702 4992.345 5014.385 5036.924 5040.138

3rdQu. 5029.078 5063.060 5033.547 5010.599 5033.223 5058.595 5063.177

Qu.Deviation 34.641 46.643 38.458 29.226 38.134 45.445 46.765
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5 结论

为解决SAIC模型在大数据下面临运算时间长的困境,本文提出了MSAIC,MOSAIC,MOOSAIC3种

基于SAIC方法的模型平均法.提升SAIC方法下的运行效率、预测精度和预测稳定性所需运行时长从大到

小排序依次为 MSAIC,MOSAIC和 MOOSAIC.通过数值实验将3种方法与多种经典预测方法,如Lasso,

Scad等方法进行比较最后结果验证了 MOOSAIC最大幅度提升了运行效率、运行精度和预测稳定性,且

运行时长从数量级p! 降低为数量级(2p-1).
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