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基于非凸惩罚函数的高维协方差矩阵的建模①

杨小卜

兰州财经大学 统计学院,兰州730030

摘要:近年来,随着金融数据爆炸式的增长与数据存储能力的提高,高维与高频金融数据的建模以及其在投资组

合中的应用引起了人们广泛的关注.本文聚焦于高维协方差矩阵的建模问题.首先,基于 VAR-LASSO模型引入

SCAD惩罚函数与 MCP惩罚函数替换LASSO惩罚函数,分别提出了 VAR-SCAD模型与 VAR-MCP模型.其次,

在理论层面证明了VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型参数的Oracle性质,弥补了VAR-LASSO模型参数不满足

Oracle性质这一缺点,提高了模型的估计精确性.最后,通过实际频率为5分钟的高频股票数据,构建已实现协方

差矩阵与投资组合进行实证分析.通过实证分析可以发现,VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型在测试精确性方面

的表现要优于VAR-LASSO模型,VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型构建的投资组合的收益率高于VAR-LASSO
模型构建的投资组合,其中VAR-MCP模型构建的投资组合的收益率最高.
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Abstract:Inrecentyears,withtheexplosivegrowthoffinancialdataandtheimprovementofdatastorage
capacity,themodelingofhigh-dimensionalandhigh-frequencyfinancialdataanditsapplicationininvest-
mentportfolioshaveattractedalotofattention.Thispaperfocusesonthemodelingproblemofhigh-
dimensionalcovariancematrix.Firstly,thispaperintroducestheSCADpenaltyfunctionandMCPpenalty
functiontoreplacetheLASSOpenaltyfunctionbasedontheVAR-LASSOmodel,andproposestheVAR-
SCADmodelandtheVAR-MCPmodel,respectively.Secondly,theOraclepropertyoftheparametersof
theVAR-SCADmodelandVAR-MCPmodelisprovedatthetheoreticalleveltocompensatefortheshort-
comingthattheparametersoftheVAR-LASSOmodeldonotsatisfytheOraclepropertyandtoimprove
theestimationaccuracyofthemodels.Finally,therealizedcovariancematrixisconstructedfromtheactu-
alfrequencyof5-minutehigh-frequencystockdataandtheportfolioisanalyzedempirically.Theempirical
analysisrevealsthattheVAR-SCADmodelandtheVAR-MCPmodelperformbetterthantheVAR-LASSOmod-
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elintermsoftestaccuracy,andthereturnsoftheportfoliosconstructedbytheVAR-SCADmodelandthe
VAR-MCPmodelarehigherthanthoseoftheportfoliosconstructedbytheVAR-LASSOmodel,withthe
returnsoftheportfoliosconstructedbytheVAR-MCPmodelhighest.
Keywords:high-frequencydata;high-dimensionalrealizedcovariancematrix;VAR-SCADmodel;VAR-

MCPmodel

随着信息技术的发展与数据可获取性的提高,金融资产的维度也随即呈现出爆炸增长的趋势.金融资

产维度的增加会给资产协方差矩阵的估计带来困难,甚至会导致病态协方差矩阵的产生.而资产协方差矩

阵又是投资组合理论的基础,其估计的精确与否最终会直接干扰与影响投资组合模型.
为了对高维协方差矩阵进行精准的估计,学者们进行了许多相关的研究,主要的思想是对矩阵进行稀

疏与降维处理.如文献[1-2]通过引入不同的门限函数把总体协方差矩阵的一些非对角线元素替换为0,在

保留对角线元素的基础上来避免维数诅咒.文献[3-4]使用因子模型来降低数据维度,提升其估计效率.上
述2类方法虽然可以提升协方差矩阵的估计精确性,但没有从时间变化的角度去分析与研究协方差矩阵,
没有将不同时间段的协方差矩阵看成是一组时间序列,也没有考虑因时间变化而产生的信息对于协方差矩

阵估计的影响.
文献[5]发现协方差矩阵随着时间的推移有着较强的自回归结构,并且发现预期收益与这一变化密切

相关.随着这一发现,学者们开始将时间序列的估计方法运用于协方差矩阵的估计中,如文献[6]提出的条

件自回归威沙特(CAW)模型、文献[7]提出的结合DCC框架的双不对称GARCH-MIDAS模型、文献[8]
提出的DCC-GARCH模型.但上述模型所估计的协方差矩阵维度较低,没有考虑高维的情况.此外,高频

数据也逐渐成为近些年来的研究热点.文献[9]的研究表明低频协方差矩阵转化为高频协方差矩阵的经济

价值是巨大的,但是文中也只是讨论了低维资产配置的问题.文献[10]提出了基于高频数据的高维协方差

矩阵估计模型———VAR-LASSO模型,该模型在VAR模型的基础上,引入LASSO惩罚函数,对待估向量

的参数进行稀疏处理,来提高模型估计的精确性.通过实证分析发现,该模型的估计精确性明显优于传统

的DCC模型与EWMA模型.虽然VAR-LASSO模型可以估计高维协方差矩阵,但由于LASSO惩罚函数

不满足Oracle性质,当面对较大的真实未知参数时,会产生较大的估计误差,导致参数估计为有偏估计.
因此,本文拟借鉴文献[10]提出的VAR-LASSO方法,尝试对高维已实现协方差矩阵进行建模.为了

克服LASSO惩罚函数不满足Oracle性质的缺陷,将满足Oracle性质的SCAD惩罚函数与 MCP惩罚函数

引入VAR模型中,提出VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型,并证明两种模型估计参数的Oracle性质.最
后用实际高频股票数据对高维已实现协方差矩阵进行建模,使用文献[11]提出的特征值替换方法来确保预

测协方差矩阵的正定性,并对模型构建最小方差投资组合模型,探究其在实际投资组合中的应用.

1 模型构建

1.1 符号

对于任意向量x∈Rp,‖x‖= ∑
p

i=1
x2

i 和 ‖x‖l1 =∑
p

i=1
|xi|分别表示向量x 的l2 范数与l1 范数.

A={i:β*
i ≠0}表示所有非零β*

i 的i的集合,|A|称为其基数.
1.2 已实现协方差矩阵

与传统的低频数据相比,高频数据会包含更为细致与丰富的数据信息,其估计值也更接近真实的协方

差矩阵.本文采用文献[12]提出的方法来构造已实现协方差矩阵(RCOV,简记为R).假设一个投资组合具

有n 维资产,则其已实现协方差矩阵构造为

Rt=
R11t … R1nt

︙ ︙

Rn1t … Rnnt

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

 已实现协方差矩阵的结构与一般的协方差矩阵相类似,其对角线元素为方差项,非对角线元素为协方
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差项.Rijt 的具体构造方法可以参见文献[12],后文中记Rt 为ΣRCOV
t .

1.3 VAR-LASSO模型的构建

设ΣRCOV
t 表示t时刻n维资产的已实现协方差矩阵,定义yt=vech(ΣRCOV

t )为矩阵拉直算子,返回一个

长度为k=
n(n+1)
2

的向量,其元素为ΣRCOV
t 的上三角或下三角元素,ΣRCOV

t 的自回归模型为

yt=∑
p

i=1
Φ*

iyt-i+εt   t=1,…,T (1)

其中Φ*
i 为一个k×k维的参数矩阵,εt ~N(0,Σ)且相互独立,p 表示VAR模型的滞后阶数.

观察(1)式可以发现,自回归模型中的待估参数的个数k以n2的速度增加,会产生大量的待估参数,导

致最小二乘估计惩罚函数的精确度大幅度下降.为了解决这一问题,文献[11]使用文献[13]提出的

LASSO惩罚函数来提升估计的精确度.为了方便模型的估计与计算,在使用LASSO惩罚函数之前,可以

先对模型进行如下的改写:
令Zt=(yT

t-1,…,yT
t-p)T 为kp×1维的解释变量所组成的向量,Z=(ZT,…,Z1)T 为T×kp维的协

变量矩阵.yi=(yT,i,…,y1,i)T(i=1,…,k)为第i个观测变量的T×1维向量,εi=(εT,i,…,ε1,i)T 是

对应的误差向量.定义y=(yT
1,…,yT

k)T,ε=(εT
1,…,εT

k)T,设X=IN ⊗Z,则(1)式可以改写为

y=Xβ* +ε (2)

 变换模型之后,引入LASSO惩罚函数,该惩罚函数不但可以将不重要的参数压缩为0,同时还可以同

步进行特征选择,实现数据的降维.文献[10]中模型(1)的参数β* 通过最小化

L(β)=‖y-Xβ‖2+TλT∑
k2p

i=1
‖βi‖l1

(3)

进行估计.
1.4 新模型的提出

为了改进LASSO惩罚函数不满足Oracle性质的缺点,本文使用满足无偏性的MCP惩罚函数与SCAD
惩罚函数来对VAR-LASSO模型进行改进.
1.4.1 SCAD惩罚函数与 MCP惩罚函数

文献[14]基于LASSO惩罚函数不满足 Oracle性质提出了如下的SCAD惩罚函数:

pλ,a(βi)SCAD=λTβiI(|βi|<λT)+
aλTβi-β2i +λ2T

2
a-1 +

I(λT ≤|βi|<aλT)+
(a+1)λ2T
2 I(|βi|≥λT) (4)

其中a>2,λT ≥0.为了更进一步了解其惩罚的背后含义,可以对(4)式求导,得

p'λ,a(βi)SCAD=λT I(|βi|≤λT)+
(aλT -|βi|)+
(a-1)λT

I(|βi|≥λT)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (5)

 可以发现,当|βi|≤λT 时,SCAD惩罚函数与LASSO惩罚函数拥有相同的惩罚力度,但是随着|βi|的

增加,SCAD惩罚函数的惩罚力度会逐渐降低,当|βi|>aλT 时,惩罚力度降为0,这保证了较大的|β|不

会被过度地惩罚,确保了较大参数估计的无偏性.
文献[15]提出的 MCP惩罚函数也同样满足 Oracle性质,且在处理特征之间有很高相关性数据时,表

现要比SCAD惩罚函数更好.MCP惩罚函数的惩罚项为

pλ,a(βi)MCP=λT∫
|βi|

0
1-

x
aλT

æ

è
ç

ö

ø
÷

+
dx (6)

其中a>1,λT ≥0.

p'λ,a(βi)MCP=λT 1-
|βi|
aλT

æ

è
ç

ö

ø
÷

+
sign(βi) (7)

 MCP惩罚函数与SCAD惩罚函数的惩罚逻辑类似,随着|βi|的增加,惩罚力度会逐渐地降低到0.
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1.4.2 VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型

在VAR-LASSO模型的基础上,将(3)式中的λT‖βi‖l1 项代换为(4)式,则VAR-SCAD模型的参数

可通过如下函数估计:

L(β)=‖y-Xβ‖2+T∑
k2p

i=1
pλ,a(|βi|)SCAD (8)

 将(6)式代换为(3)式中的λT‖βi‖l1 项,可以得出VAR-MCP模型的参数估计函数为

L(β)=‖y-Xβ‖2+T∑
k2p

i=1
pλ,a(|βi|)MCP (9)

 在(8)式与(9)式中,还有未知的参数a需要进行估计.不同参数a的取值会直接影响(8)式与(9)式的

估计性能.对于(8)式中的参数a,文献[14]通过蒙特卡洛模拟得出a的最优值约等于3.7,(9)式的a在实

际的使用中通常默认为3.通常使用CV法、L曲线法[16]、AIC信息准则等方法对λT 进行估计,本文使用

CV法进行估计.
1.4.3 VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型估计参数的 Oracle性质

为了后续估计参数 Oracle性质的证明,先给出如下4个正则条件:
1)εi,1 具有有限四阶矩,i=1,…,k;

2)C=E 1
TZTZæ

è
ç

ö

ø
÷ 是正定矩阵;

3)当T → ∞ 时, TλT → ∞ 且λT →0;

4)当T → ∞ 时,2x
T
iε
T

与
2xT

iX
T

均有界.

定理1 在条件1)-4)成立的情况下,当T → ∞ 时,VAR-SCAD模型的估计参数满足如下性质:

(i)P(β
︿

Ac =0)→1;

(ii) T(β
︿

A -β*
A)→

d
N(0, (Ik ⊗C)A[ ] -1 Σ ⊗C[ ] A (Ik ⊗C)A[ ] -1).

证  令β=β* + μ
T

且μ=(μ1,…,μk2p)T,则(9)式可以改写为

LT(μ)= y-X β* + μ
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+T∑
k2p

i=1
pλ,a β*

i +μi

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

SCAD

设μ
︿
=argminL(μ),则可得β

︿

=β* + μ
︿

T
.

定义

VT(μ)=LT(μ)-LT(0)=

y-X β* + μ
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

- y-Xβ* 2+T∑
k2p

i=1
pλ,a β*

i +μi

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

SCAD

-pλ,a(β*
i )SCADæ

è
ç

ö

ø
÷=

μTXTX
T μ-2μ

TXTε
T

+T∑
k2p

i=1
pλ,a β*

i +μi

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

SCAD

-pλ,a(β*
i )SCADæ

è
ç

ö

ø
÷

由文献[17]中的定理11.2.1与文献[18]中第十章的定理1可得

μTXTX
T μ→

p
μT(Ik ⊗C)μ   

X'ε
T
→
d
w ~N(0,Σ ⊗C)

则

μTXTX
T μ-2μ

TXTε
T

→
d
μT(Ik ⊗C)μ-2μTw

记T=T∑
k2p

i=1
pλ,a β*

i +μi

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

SCAD

-pλ,a(β*
i )SCADæ

è
ç

ö

ø
÷ .当T → ∞ 时,对T 使用中值定理,可得
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T=T∑
k2p

i=1
pλ,a β*

i +μi

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

SCAD

-pλ,a(β*
i )SCADæ

è
ç

ö

ø
÷ → T∑

k2p

i=1
p'λ,a(β*

i )SCADsgn(β*
i )μi

令∑
k2p

i=1
Ti=∑

k2p

i=1
p'λ,a(β*

i )SCADsgn(β*
i )μi,展开p'λ,a(β*

i )SCAD,则可得

Ti= TμiλT I(β*
i ≤λT )+

(aλT - β*
i )+

(a-1)
I(β*

i >λT)
é

ë
êê

ù

û
úúsgn(β*

i )

 当 β*
i ≥aλT 时,p'λ,a(β*

i )SCAD=0,则Ti=0.
当λT ≤ β*

i <aλT 时,由于λT →0,有 β*
i →0.得出p'λ,a(β*

i )SCAD=0,则Ti=0.
当0< β*

i ≤λT 且μi ≠0时,p'λ,a(β*
i )SCAD=sgn(βi)λT.结合假设2)可得Ti=∞.

当0< β*
i ≤λT 且μi=0时,可得Ti=0.

综上所述,由Slutsky定理可得

VT(μ)→
d
V(μ)=

μT(Ik ⊗C)μ-2μTw   μi=0且i∈Ac,

∞           否则{
由于VT(μ)是一个凸函数,且V(μ)有唯一最小值点(Ik ⊗C)-1w,可得

μ
︿
A →

d
N(0, (Ik ⊗C)A[ ] -1 Σ ⊗C[ ] A (Ik ⊗C)A[ ] -1)

又因为β
︿

=β* + μ
︿

T
,可得μ

︿
= T(β

︿

-β*)∈Op(1),则

T(β
︿

A -β*
A)→

d
N(0, (Ik ⊗C)A[ ] -1 Σ ⊗C[ ] A (Ik ⊗C)A[ ] -1)

定理1(ii)得证,下面证明定理1(i).

假定对于i∈Ac,β
︿

i ≠0,由(9)式可得

2xT
i(y-Xβ

︿
)

T
+ T∑

k2p

i=1
p'λ,a(β

︿

i )SCADsgn(β
︿

i)=0

当 β
︿

i ≥aλT 时,p'λ,a(β
︿

i )SCAD=0,则

2xT
i(y-Xβ

︿
)

T
=
2xT

i ε-X(β
︿

-β*)[ ]

T
=
2xT

iε
T

-
2xT

iX
T T(β

︿

-β*)

由假设4)可得

2xT
i(y-Xβ

︿
)

T
→Op(1)

当0< β
︿

i ≤λT 时,p'λ,a(β
︿

i )SCAD=sgn(β
︿

i)λT,则

T∑
k2p

i=1
p'λ,a(β

︿

i )SCADsgn(β
︿

i)= Tsgn(β
︿

i)λT = TλT → ∞

当λT ≤ β
︿

i <aλT 时,有

T∑
k2p

i=1
p'λ,a(β

︿

i )SCADsgn(β
︿

i)= T
2aλT - β

︿

i

(a-1)
sgn(β

︿

i)= T
2aλT - β

︿

i

(a-1) ≤

T
(2a-1)λT

(a-1) → ∞

综上所述,可以得

p(β
︿

i ≠0)≤p
2xT

i(y-Xβ
︿
)

T
+ T∑

k2p

i=1
p'λ,a(β

︿

i )SCADsgn(β
︿

i)=0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú →0

 定理2 在条件1)-4)成立的情况下,当T → ∞ 时,VAR-MCP模型的估计参数满足如下性质:
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(i)P(β
︿

Ac =0)→1;

(ii) T(β
︿

A -β*
A)→

d
N(0, (Ik ⊗C)A[ ] -1 Σ ⊗C[ ] A (Ik ⊗C)A[ ] -1).

定理2的证明过程与定理1类似,区别在于两种模型的惩罚项,结合定理1的证明过程可得证定理2.

2 实证分析

2.1 数据来源与清洗

选取标普500指数中的18只成分股进行实证分析研究.为了使选取的股票具有一定的波动性,同时没

有明显的牛熊趋势,选取区间为2011年6月1日到2013年6月3日,共有504个股票交易日.使用上文提

到的RCOV方法,在股票交易时间内,每5分钟获得一次对数交易价格,并构建已实现协方差矩阵,一共

可以得到504个已实现协方差矩阵.并对504个已实现协方差矩阵进行数据清洗.具体方法如下:对任意的

一个已实现协方差矩阵,如果其中某一个元素的值大于其本身所在矩阵所有元素均值的正负3倍,则对该

元素与该元素所在矩阵进行标记;如果某一已实现协方差矩阵有30%以上的元素被标记,则删除这个被标

记的矩阵,用其相邻5个未被标记的矩阵的均值来代替这个被标记矩阵.条件1)中ε=y-y
︿,因为使用股

票收盘价数据,所以模型误差项不会出现无穷的情况,结合后文的表1也可以得到这样的结果,从而具有

有限四阶矩.对于条件2),因为选用实际的股票数据不会有任意两种股票的收益率在504个交易日内完全

一样,这导致股票之间的协变量是非线性相关的,从而使得矩阵ZTZ 中没有共线的行与列,所以C 正定.
2.2 测试误差

记e
︿
T+h =vech(Σ

︿
T+h -ΣT+h),Σ

︿
v
T+h 为e

︿
T+h 按行组成的矩阵,其中h≥1为向后预测的区间长度,在实

证分析中将h分别设置为1,5,10,20,以研究h对模型测试精度的影响.T1 与T2 分别为测试开始与结束的

时间.在对比3种模型的测试精度时,采用l2 测试误差(l2)、平均最大绝对误差(AMaxE)、F范数(F)与平

均测试误差中位数(AMedE)这4种指标.

l2= e
︿
T+h    AMaxE=

1
T2-T1+1∑

T2

T=T1

max(e
︿
T+h )

F= Σ
︿
v
T+h F   AMedE=

1
T2-T1+1∑

T2

T=T1

median(e
︿
T+h)

上述4种指标越小,代表模型的估计精确度越高,l2 测试误差对比如图1、图2所示.
将清洗后的数据划分为训练集与测试集两个部分,其中训练集404天,测试集100天.在VAR模型的

拟合中,默认VAR模型的滞后阶数为1.
表1 3种模型的测试误差比较

模型 h F AMaxE AMedE

VAR-LASSO 1 26.9250 0.9586 0.0169
VAR-SCAD 27.0368 0.9523 0.0168
VAR-MCP 26.6637 0.9442 0.0165

VAR-LASSO 5 29.5779 1.0249 0.0055
VAR-SCAD 29.5993 0.9633 0.0023
VAR-MCP 29.5720 0.9560 0.0015

VAR-LASSO 10 29.0703 1.1589 0.0219
VAR-SCAD 28.9970 1.1499 0.0210
VAR-MCP 28.7547 1.1463 0.0205

VAR-LASSO 20 27.9928 1.0567 0.0160
VAR-SCAD 27.5038 1.0413 0.0139
VAR-MCP 27.3837 1.0341 0.0134

  观察表1可得,VAR-LASSO模型在h=1,5的情况下,F范数(F)分别为26.9250,29.5779,而
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VAR-SCAD模型仅为27.0368,29.5993,VAR-LASSO模型的表现要优于VAR-SCAD模型.但在平均最

大绝对误差(AMaxE)与平均测试误差中位数(AMedE)这两项指标上,VAR-LASSO模型均最大,表现逊

色于VAR-MCP模型与VAR-SCAD模型.当h=10,20时,VAR-LASSO模型的F范数(F)分别为29.0703与

27.9928,拥有3种模型中最差的测试精度.虽然VAR-SCAD模型在h=1,5时,从指标F范数(F)来看,

VAR-SCAD模型的优势相较于VAR-LASSO模型不明显,但是h=10,20时,从表1的3种指标来看,

VAR-SCAD模型的测试精确度仅次于VAR-MCP模型.无论h 取何值,VAR-MCP模型均拥有最优的估

计精确性,3种评价指标均最小.
更为直观的信息可以从图1与图2中获得.观察图1可以发现,当h=1时,3种模型的测试误差差异

不大,VAR-LASSO模型与VAR-SCAD模型在前期的测试误差几乎重合,VAR-MCP模型的测试误差与

其误差曲线都明显较低,在测试的后期,3种模型的测试误差十分贴近,3条线几乎重合.h=5,10时,3种

模型的测试误差光滑曲线走势相同,在测试前期,VAR-MCP模型与VAR-SCAD模型的测试误差点与其

误差曲线较低,但当T=50时,VAR-LASSO模型的表现反而会优于 VAR-MCP模型与 VAR-SCAD模

型.当h=20时,可以明显看出VAR-MCP模型与VAR-SCAD模型的测试误差要小于VAR-LASSO模型.
不同h 情况下的3种模型的测试误差光滑曲线走势大致相同,都是在测试前期误差较大,测试中期误差会

逐渐减小,到了测试后期,误差又会慢慢增大.

图1 3种模型在不同h 下的误差光滑曲线图

图2是小提琴图,图形内部是一个箱线图,箱线图外部颜色的宽度代表着数值分布的密集程度.由图2
可知,相较于VAR-LASSO模型,VAR-MCP模型的异常值较小且集中.VAR-SCAD模型在h=1,5时,
异常值的大小与分布与VAR-LASSO模型类似,而当h=10,20时,VAR-SCAD模型的异常值的大小与分

布和VAR-MCP模型类似.同时也可以发现,当h=20时,VAR-LASSO模型的上四分位数偏大,说明

VAR-LASSO模型较大测试误差值的数量要多于VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型.VAR-SCAD模型

与VAR-MCP模型的小提琴图的底部相较于VAR-LASSO模型来说更为圆润与宽大,表明这两种模型的
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测试误差分布相对集中,模型也更为稳健.

图2 3种模型在不同h 下的小提琴图

综上所述,相较于VAR-LASSO模型,VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型的测试精确性有着明显的

提升,VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型的稳健性也要优于VAR-LASSO模型.VAR-SCAD模型在h 较

大的情况下表现较好,VAR-MCP模型全局表现最优.
2.3 VAR-SCAD模型表现分析

文献[19]研究指出,在变量具有相关性的情况下,SCAD惩罚函数的表现会不如LASSO惩罚函数,下

面从股票相关性角度分析VAR-SCAD模型表现不佳的原因.

图3 18种股票的相关性图

图3中间为股票名,上三角单元格饼图的填充程度代表相关系数的大小,下三角单元格为相关系数热

力图.18支股票的最低相关度为0.16,51%的股票之间的相关性要高于0.5,这导致VAR-SCAD模型的参
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数虽然具有Oracle性质,但测试精确性在h 较小的情况下不如VAR-LASSO模型,更不如可以较好处理

相关性数据的VAR-MCP模型,这也与文献[19]的研究结果保持一致.

3 投资组合中的应用

采用上文18种股票的已实现协方差矩阵构建均值—方差投资组合模型.选取100个已实现协方差矩阵

进行投资组合模型的模拟研究,在投资组合分析中,将h 分别设置为1与10.
假定股票交易中没有手续费的产生,无风险收益为0.投资组合模型的表达式为

minwwT
t+1Σ

︿

t+1wt+1   s.t.wT
t+11=1,wT

t+1μ
︿
t+1=q

其中1为元素均为1的向量,q是投资组合所需的预期回报率,wt+1 是投资组合中股票的权重,μ
︿
t+1 为资产

的期望收益率向量,其值通过50天移动平均取得.

基于VAR模型的3种模型在估计过程中都没有考虑到Σ
︿

T 矩阵的正定性,会导致投资组合模型求解中

出现病态协方差矩阵,干扰最优权重wt+1 的求解.为了确保Σ
︿

T 的正定性,需要对Σ
︿

T 采用文献[11]提出的

特征值替换方法对特征值λ≤0的矩阵进行正定化处理.首先对Σ
︿

T 进行谱分解:Σ
︿

T =V
︿
T
TΛ
︿

TV
︿

T,其中Λ
︿

T 为

对角线元素为特征值的对角矩阵,λ
︿

iT 为其对角线元素.最后设λmT =minλ
︿

iT λ
︿

iT >0{ },λmT 是Λ
︿

T 中最小

的非负特征值.对于满足λ
︿

iT <λmT 的特征值,均用λmT 代替,特征值替换后的对角矩阵用Λ
∨

T 表示,则正定

处理后的协方差矩阵Σ
︿

T 记为Σ
∨

T =V
︿
T
TΛ
∨

TV
︿

T.
为了对比3种模型构建的投资组合模型的绩效,选用夏普比率(SP)这一指标对投资组合模型进行评

价.夏普比率表示单位风险所带来的收益,夏普比率值越大表示投资组合的收益越好.
通过表2可以发现,在各种情况之下,VAR-MCP模型构建的投资组合均拥有最大的夏普比率.在h=1时,

VAR-LASSO模型构建的投资组合的夏普比率为0.1010101,仅略大于VAR-SCAD模型构建的投资组合

的夏普比率.当h=10时,VAR-SCAD模型构建的投资组合的夏普比率为0.1010372,略小于VAR-MCP
模型构建的投资组合的夏普比率0.1020796,此时VAR-LASSO模型构建的投资组合的表现最差,拥有

最小的夏普比率0.1010039.
表2 3种模型的投资组合的夏普比率

VAR-LASSO VAR-SCAD VAR-MCP
h=1 0.1010101 0.1010100 0.1016983
h=10 0.1010039 0.1010372 0.1020796

4 结论

随着信息技术的发展与数据可获取性的提高,金融数据的维度与频率都呈现出快速增长的趋势.基于

高频金融数据,本文在VAR-LASSO模型的基础上,将非凸惩罚函数即 MCP惩罚函数与SCAD惩罚函数

引入VAR-LASSO模型,得到了新的VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型,并证明了VAR-SCAD模型与

VAR-MCP模型估计参数的Oracle性质.使用VAR-SCAD模型与VAR-MCP模型对高维已实现协方差矩

阵进行建模,通过高频股票数据的实证研究,发现将SCAD惩罚函数与 MCP惩罚函数引入VAR模型后,较

好地克服了LASSO惩罚函数面对较大真实未知参数会产生较大估计误差的缺点,VAR-MCP模型在不同h
的情况下均拥有最小的测试误差.VAR-SCAD模型在h较大的情况下表现优于VAR-LASSO模型,但在h较

小的情况下,因为股票数据之间的高相关性,VAR-SCAD模型的表现不如VAR-LASSO模型.
最后通过构建均值—方差投资组合模型可以发现,VAR-MCP模型构建的投资组合可以为投资人带来

最高的经济收益.VAR-SCAD模型构造的投资组合在h 较大的情况下,表现仅次于VAR-MCP模型构造

的投资组合.
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