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河流生态系统中两个相互作用种群
的空间模式的形成①

喻凤斯, 尹甜, 黄启华

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:研究了一类描述河流生态系统中两个相互作用种群动力学行为的反应 扩散 对流模型的模式形成.考虑了

上游有个体随着水流自然流入,下游有个体自然流出的边界条件.主要目的是研究反应 扩散 对流模型中的单向水

流(即对流项)对斑图动力学的影响.首先讨论了系统的正常数稳态解发生Turing不稳定的必要条件,其次讨论了

对流项对Turing不稳定的影响,并应用在了捕食食饵具体模型上,最后用 Matlab数值模拟验证了理论分析的结

果.结果显示出在发生Turing不稳定的情形下加入对流项,当对流项从0逐渐增大,大于某个临界值时,可以起到

重新稳定的作用.
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Abstract:Thispaperstudiesthepatternformationofareaction-diffusion-convectionmodeldescribingthe
dynamicbehavioroftwointeractingpopulationsinariverecosystem.Consideringtheboundarycondition
thatthereareindividualsintheupstreamflowingnaturallywiththewaterflow,andthereareindividuals
flowingoutnaturallyinthedownstream.Themainpurposeofthispaperistostudytheeffectofunidirec-
tionalwaterflow(i.e.theconvectionterm)inthereaction-diffusion-convectionmodelonpatterndynamics.
Firstly,thenecessaryconditionsforthenormalsteady-statesolutionofthesystemtooccurTuringinsta-
bilityarediscussed.Secondly,theinfluenceoftheconvectiontermontheTuringinstabilityisdiscussed,

anditisappliedtothespecificpredator-preymodel.Finally,thetheoreticalanalysisresultsareverified
throughMatlabnumericalsimulation.Theseresultsshowthatwhentheconvectiontermisaddedinthe
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caseofTuringinstability,whentheconvectiontermincreasesgraduallyfrom0andisgreaterthanthecrit-
icalvalue,theconvectiontermcanplayaroleinre-stabilizing.
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大量水生生物(如浮游生物、藻类、溪流昆虫等)生活在河流、溪流等具有单向水流的生态系统中.为
何生物种群在受到从上游向下游单向水流不断冲刷的情形下能够生存? 这是河流生态理论中一个重要的被

称为“漂移悖论”(driftparadox)的科学问题.为了解释该科学问题,多位科学工作者建立并研究了一系列包

括对流和扩散过程的反应 扩散 对流方程模型和积分 微分方程模型[1-7].这些模型描述了河流种群的时空

演变过程,其长期动力学行为(持久性或灭绝)通过多种数学理论和工具被深入研究,例如一致持久性、零

解的稳定(不稳定)性、正稳态解的存在性和稳定性、临界区域长度、行波解和渐进传播速度等.基于上诉

文献中的单个种群模型,许多研究者建立了两个相互作用的河流种群模型,着重研究了水流的速度、种群

的扩散系数等因素如何影响种群的共存(排斥),例如:文献[8-10]研究了两个竞争种群的模型;文献[11]
研究了河流生态系统中的捕食 食饵种群的模型.这些模型具有以下一般的形式:

ut=d1uxx -q1ux +f(u,v)

vt=d2vxx -q2vx +g(u,v){ (1)

其中:u(x,t),v(x,t)表示位置在x处、时间在t处两物种的密度;di(i=1,2)是扩散常数,qi(i=1,2)
是对流系数(即水流速度),f(u,v)与g(u,v)为反应函数.

当q1=q2=0时,系统(1)变成经典的两个相互作用种群的反应 扩散方程模型.反应 扩散方程模型中

由扩散导致的常数稳态解的不稳定性称为Turing不稳定性.
本节的主要目的是研究反应 扩散 对流模型(1)中的单向水流(即对流项)对斑图动力学的影响

(q1=q2=q).为此,我们考虑如下长度为L 的河流中两个相互作用种群的动力学模型:

ut=d1uxx -qux +f(u,v),x∈ [0,L],t∈ (0,+∞)

vt=d2vxx -qvx +g(u,v),x∈ [0,L],t∈ (0,+∞)

ux(0)=ux(L)=0,vx(0)=vx(L)=0
u(x,0)=u0,v(x,0)=v0,x∈ [0,L]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(2)

其中的Neuman边界条件表示河流上游有随着河流自然流入的种群,河流下游随着时间流逝有被河水带走

的种群.

1 q=0时的Turing不稳定

本节讨论没有水流的影响,及q=0的情形下,系统(2)的Turing不稳定性.
假设(u*,v*)是系统(2)的常数稳态解,将系统(2)在(u*,v*)处线性化,令ϕ=u-u*,φ=v-

v*,则有

ϕt=d1ϕxx -qϕx +f1ϕ+f2φ,x∈ [0,L],t∈ (0,+∞)

φt=d2φxx -qφx +g1ϕ+g2φ,x∈ [0,L],t∈ (0,+∞)

ϕx(0)=ϕx(L)=0

φx(0)=φx(L)=0

ϕ(x,0)=ϕ0,φ(x,0)=φ0,x∈ [0,L]

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(3)

其中f1=fu(u*,v*),f2=fv(u*,v*),g1=gu(u*,v*),g2=gv(u*,v*).用矩阵表示为

Ψt=DΔΨ -Q∇Ψ +JΨ (4)
其中

Ψ(x,t)=
ϕ(x,t)

φ(x,t)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,D=

d1 0
0 d2
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è
çç
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ø
÷÷ ,Q=

q 0
0 q
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÷ ,J=

f1 f2

g1 g2
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在一维Neuman边界条件情形下,系统(4)解的形式为

Ψ(x,t)=
ϕ(x,t)

φ(x,t)
æ

è
ç

ö

ø
÷=

C1

C2

æ

è
ç

ö

ø
÷eωtcos(kx) (5)

其中k=
nπ
L
,n∈N+.要寻求系统(4)的非平凡解,则需

Det(ωI-(-k2D+J))=ω2-(f1+g2-(d1+d2)k2)ω+
d1d2k4-k2(d1g2+d2f1)+f1g2-f2g1=0 (6)

其中

ωI-(-k2D+J)=
ω+d1k2-f1 -f2

-g1 ω+d2k2-g2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (7)

如果系统(4)是一个线性不稳定的系统,那对于某些n∈N+,当t→ ∞ 时,Ψ(x,t)将会趋于无穷.即在

(5)式的解中某个ω 存在正实部,或者矩阵Mk =-k2D+J的某个特征值有正实部,这取决于Mk 的迹和

行列式值的符号:

Trace(Mk)=f1+g2-(d1+d2)k2

Det(Mk)=d1d2k4-k2(d1g2+d2f1)+f1g2-f2g1
{ (8)

在(5)式中ω=ω(k)是决定稳态(u*,v*)稳定性的特征值.对于k=0,(6)式的两个根满足

ω0
1+ω0

2=f1+g2,ω0
1ω0

2=f1g2-f2g1 (9)
假设

f1+g2 <0,f1g2-f2g1 >0 (10)
这意味着稳态(u*,v*)在没有空间作用的情况下是线性稳定的.现在对于k>0,(6)式的两个根满足

ωk
1+ωk

2=Trace(Mk)=f1+g2-(d1+d2)k2

ωk
1ωk

2=Det(Mk)=d1d2k4-(d1g2+d2f1)k2+|J|{ (11)

因为d1 >0,d2>0并且假设(10)式成立,那对于所有k=
nπ
L
,n∈N+ 都有ωk

1+ωk
2<0.因此,如果对

于所有k>0都有ωk
1ωk

2>0,那么(u*,v*)仍然保持稳定.如果对于某些k>0有ωk
1ωk

2<0,那么(u*,

v*)变得不稳定,这种由扩散导致的不稳定性通常被称作Turing不稳定,意味着模式的形成.

假设(10)式成立,当d1g2+d2f1 >0时,Det(Mk)在k2=k2min=
d1g2+d2f1

2d1d2
处取得最小值.这时

Det(Mk)>0等价于(d1g2+d2f1)2-4d1d2|J|>0.那么系统(2)的空间齐次稳态解(u*,v*)可能失

去稳态当且仅当

d1g2+d2f1 >0 (12)
和

(d1g2+d2f1)2-4d1d2|J|>0 (13)
同时成立.在(12),(13)式同时成立的情况下,将Det(Mk)=0的两根设为k21,k22

k21=
d1g2+d2f1- (d1g2+d2f1)2-4d1d2|J|

2d1d2

k22=
d1g2+d2f1+ (d1g2+d2f1)2-4d1d2|J|

2d1d2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(14)

当存在n∈N+,使得k2∈(k21,k22),那空间齐次稳态(u*,v*)就会失去稳定,发生Turing不稳定,就有

空间模式的形成.故模式的形成只需不等式k2-k1 >
π
L

成立即可.

经计算(k2-k1)2=
(d1g2+d2f1)-2 d1d1|J|

d1d2
,则k2-k1 >

π
L

等价于
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(d1g2+d2f1)-2 d1d1|J|>
π2

L2d1d2 (15)

事实上不等式(15)是不等式(13)的充分条件.通过上面讨论得出如下定理.
定理1 假设(10),(12),(15)式同时成立的情况下,系统(2)的空间齐次稳态解(u*,v*)会发生

Turing不稳定.

2 水流(q>0)对Turing不稳定的影响

接下来考虑在发生Turing不稳定后,加入对流的情况,即系统(2)中q>0.
在一维的Neuman边界条件下,经计算可得dFxx -qFx =-λF 的特征值分别为:λ0=0,对应特征函

数F0=Ce
q
dx;λk =dk2+

q2

4d
,k=

nπ
L
,n∈N+,对应特征函数Fk =C e

q
2dx q
2kdsinkx+coskx
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这时系统(4)解的形式变为

Ψ(x,t)=
ϕ(x,t)

φ(x,t)
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同上讨论,(6)式变成:

Det(ωI-Mk)=ω2+ω q2

4d1
+

q2

4d2
+(d1+d2)k2-(f1+g1)

é

ë
êê

ù

û
úú+

q4

16d1d2
+q2

d1k2

4d2
+
d2k2

4d1
-

g1

4d1
-

f1

4d2
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d1d2k4-(d1g2+d2f1)k2+|J|=0

(16)

其中

Mk =
-

q2

4d1
+d1k2
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÷+f1 f2

g1 -
q2

4d2
+d2k2
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Mk 的迹和行列式值为:

Trace(Mk)=ωk
1+ωk

2=-
q2

4d1
+

q2

4d2
+(d1+d2)k2-(f1+g2)

é

ë
êê

ù

û
úú

Det(Mk)=ωk
1ωk

2=
q4

16d1d2
+q2

d1k2

4d2
+
d2k2
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g2
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     d1d2k4-(d1g2+d2f1)k2+|J|
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已知ωk
1+ωk

2 <0.Det(Mk)=0可写成:

aq4+bq2+c=0

其中a=
1

16d1d2
,b=

d1k2

4d2
+
d2k2

4d1
-

g2

4d1
-

f1

4d2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,c=d1d2k4-(d1g2+d2f1)k2+|J|.

在q=0时,若系统(2)发生Turing不稳定则k2∈(k21,k22),此时d1d2k4-k2(d1g2+d2f1)+|J|<
0.由此可知当q>0时,只有一个正解q2* =Q*,

Q* = -b+ b2-4ac
2a

(18)

此时若q< Q* 则ωk
1+ωk

2 <0,ωk
1ωk

2<0,空间齐次稳态解(u*,v*)仍然不稳定;若q> Q* 则ωk
1+

ωk
2 <0,ωk

1ωk
2 >0,空间齐次稳态解(u*,v*)重新稳定.综上讨论,得出以下结论:

定理2 假设(10),(12),(15)式同时成立,系统(2)的空间齐次稳态解(u*,v*)会产生Turing不稳
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定.加入对流项之后,当q< Q* 时,空间齐次稳态解仍然不稳定;当q> Q* 时,空间齐次稳态解会重

新稳定.

3 一个捕食 食饵模型的斑图动力学

标准的Lotka-Volterra捕食 食饵模型假设单位捕食率只依赖于食饵的数量.但在大多数情况下,特别

是当捕食者需要花更多时间去寻找食物时,更适合的捕食 食饵系统应建立在所谓的比例依赖性理论上[12].
也就是说,单位捕食者增长率应该是食饵与捕食者比值的函数.文献[13-14]讨论了扩散驱动捕食 食饵模

型产生空间结构的一些条件.近年来一些研究者研究了比例依赖(即反应项具有收获率)的捕食 食饵模

型[15-16].我们考虑生活在河流生态系统中的捕食和食饵种群的相互作用,研究以下具有捕食者收获率的反

应 扩散 对流比例依赖捕食 食饵模型的时空模型

ut=D1uxx -qux +ru1-
u
K

æ

è
ç

ö

ø
÷-

cuv
mv+u

,x∈ [0,L],t∈ (0,+∞)

vt=D2vxx -qvx +v c1cu
mv+u-e

æ

è
ç

ö

ø
÷-hv,x∈ [0,L],t∈ (0,+∞)

ux(0)=ux(L)=0,vx(0)=vx(L)=0
u(x,0)=u0,v(x,0)=v0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(19)

其中:u(x,t),u(v,t)分别代表食饵与捕食者的密度,r表示食饵的内在增长率,K 代表环境容纳量,c代

表捕获率,c1代表转化系数,m 代表半捕获饱和常数,e代表捕食者死亡率,h代表收获率.为了方便,对系

统(19)进行无量纲化:

t=rt,u=
u
K
,v=

mv
K
,x=

r
D1

x,q=q
1

D1r
仍记变量为u,v,x,t,q,则系统(19)可以写成

ut=uxx -qux +u(1-u)-
αuv
v+u

,x∈ [0,L],t∈ (0,+∞)

vt=dvxx -qvx +v -γ+ βu
v+u

æ

è
ç

ö

ø
÷-δv,x∈ [0,L],t∈ (0,+∞)

ux(0)=ux(L)=0,vx(0)=vx(L)=0
u(x,0)=u0 ≥0,v(x,0)=v0 ≥0

ì
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ï
ï
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(20)

其中:α=
cK
mr
,γ=

e
r
,β=

c1c
r
,δ=

h
r
,d=

D2

D1
.

系统(20)对应的常微分系统为

ut=u(1-u)-
αuv
v+u=

·
f(u,v)

vt=v -γ+ βu
v+u
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è
ç

ö

ø
÷-δv=

·
g(u,v)
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(21)

计算可知模型(21)有唯一的正平衡点E* = (u*,v*)= 1-α+
α(γ+δ)

β
,β-δ-γ

γ+δ
æ

è
ç

ö

ø
÷u*

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的充要条件是

(H1)δ1 <δ<β-γ,其中δ1=max0,β-γ-β
α{ } .

模型(21)在E* 的Jacobian矩阵为

J(u*,v*)=
f1 f2

g1 g2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

其中:
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f1=-u* +
α
β2
(β-δ-γ)(δ+γ),f2=-

α(δ+γ)2

β2
<0

g1=-
(β-δ-γ)2

β
<0,g2=-

(δ+γ)(β-δ-γ)
β

<0

对应的特征多项式为

P(λ)=λ2-(f1+g2)λ+f1g2-f2g1

对于Jacobian矩阵J(u*,v*)
有如下结论.

引理1 1)如果(H1)成立,则f1g2-f2g1 >0.
2)如果

(H2)αβ2+β(γ+δ)2 <α(γ+δ)2+(γ+δ+1)β2

成立,则f1+g2 <0.
3)如果

(H3)αβ2+β(γ+δ)2 >α(γ+δ)2+(γ+δ+1)β2

成立,则f1+g2 >0.
通过对Jacobian矩阵J 的讨论,可得出如下结论.
定理3 假设(H1)成立.如果(H2)成立,系统(21)的唯一正平衡点E* 是局部渐进稳定的;但如果

(H3)成立,系统(21)的唯一正平衡点E* 是不稳定的.
系统(21)正平衡点E* 也是系统(20)的空间齐次稳态解.由定理1知,发生Turing不稳定当且仅当

f1+g2 <0,f1g2-f2g1 >0,

g2+df1 >0,(g2+df1)-2 d|J|>
π2d
L2

ì

î

í

ïï

ïï

(22)

在发生Turing不稳定后,根据定理2知,当q> Q* ,不稳定的E* =(u*,v*)空间齐次稳态解会重新

稳定,其中Q* 的表达式见定理2.
下面利用 Matlab对上诉模型进行数值模拟,以此来验证以上理论分析的结果.
取参数为α=1.5,β=1.0,γ=0.01,δ=0.5.此时正常数平衡点E* =(0.265,0.255)是渐近稳定的

(图1).现加入扩散,取d=50,L=25π,(u0,v0)=(0.265+0.01sin(x),0.255+0.01sin(x)),(22)式
的4个不等式均满足,此时发生Turing不稳定,有空间模式形成(图2).在发生不稳定后加入对流项.在前

面取定的参数情况下,计算得k21=0.1212,k22=0.3002,取n=4,则k2=0.16∈ (k21,k22).此时Q* =

0.3606,取q=0.2,q< Q* ,此时正常数平衡点仍然不稳定(图3);但取q=1.5,则q> Q* ,正常

数平衡点重新稳定(图4).

图1 模型(20)的常微分方程数值模拟图
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图2 模型(20)正常数稳态解的Turing不稳定性

图3 加入q 后模型(20)正常数稳态解的Turing不稳定性

图4 模型(20)重新稳定后的正常数稳态解

4 讨论

我们利用反应―扩散―对流方程来描述河流生态系统中的捕食者与食饵的相互作用,研究了在河流长

度一定的条件下发生Turing不稳定性的一些必要条件,还研究了对流项对Turing不稳定的影响.发现存

在一个对流系数临界值,当对流系数大于临界值时会使发生Turing不稳定的常数平衡解重新稳定,但当对

流系数小于临界值时,加入对流项对Turing不稳定性不产生影响.但本文研究的情况比较特殊,本文中的

边界条件是一维Neuman边界条件,还假设了对流项系数相等.如果对流项系数不等,那么河流长度无限

长等情况都有待进一步研究.
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