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具有一般发生率和潜伏期时滞的

水痘传播动力学模型①

胡巧, 刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:建立并研究了一类具有一般发生率和潜伏期时滞的水痘传播动力学模型.首先,证明了模型解的非负性和有

界性.其次,给出了模型的基本再生数R0,并证明了模型正平衡点的存在唯一性.再次,通过构造Lyapunov泛函,

证明了无病平衡点及地方病平衡点的全局稳定性.最后通过数值模拟验证了:当R0<1时,无病平衡点E0 全局渐

近稳定;当R0>1时,地方病平衡点E*全局渐近稳定.
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ADynamicModelofVaricellaTransmissionwith
GeneralIncidenceandLatencyTimeDelay
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Abstract:Inthispaper,akindoftransmissiondynamicsmodelofvaricellawithgeneralincidenceandla-

tencytimedelayisestablishedandstudied.Firstly,thenonnegativityandboundednessofthemodelsolu-

tionareproved.Secondly,thebasicreproductionnumberR0ofthemodelisgiven,andtheexistenceand

uniquenessofthepositiveequilibriumofthemodelareproved.Thirdly,theglobalstabilityofdisease-free

equilibriumandendemicequilibriumareprovedbyconstructingLyapunovfunctionals.Finally,numerical

simulationsverifythatthedisease-freeequilibriumE0isgloballyasymptoticallystablewhenR0<1andthe

endemicequilibriumE*isgloballyasymptoticallystablewhenR0>1.

Keywords:generalincidence;latencytimedelay;varicella;basicreproductionnumber;globalstability

① 收稿日期:2022 11 22
基金项目:国家自然科学基金项目(12071382).
作者简介:胡巧,硕士研究生,主要从事动力系统的研究.
通信作者:刘贤宁,教授,博士研究生导师.



水痘(varicella)是一种由水痘-带状疱疹病毒引起的急性传染病,对水痘传播动力学模型的研究最早

见于文献[1],之后有许多学者在此基础上构建了新的模型[2-7],对水痘的传播进行预测.文献[8]利用传染

病模型评价水痘爆发疫情的控制效果.文献[9]根据水痘在人群中的传播特征建立了流行病模型,得出了模

型平衡点的稳定性.鉴于双线性发生率[9-10]和标准发生率[11]具有局限性,在模型中考虑非线性发生率[12-14]

具有很重要的现实意义.由于水痘的潜伏期较长,因此在模型中考虑潜伏期时滞就显得尤为重要,但前期

相关文献研究中很少有包含潜伏期时滞的水痘传播动力学模型的研究.针对上述问题,本文在文献[9]的基

础上,将总人口分为5个仓室,分别是:S为易感者,V 为接种疫苗者,E 为潜伏者,I为染病者,R 为恢复

者,在模型中引入潜伏期时滞并考虑一般发生率,建立如下具有一般发生率和潜伏期时滞的水痘传播动力

学模型

dS(t)
dt =A-Sf(I)-(μ+ε)S

dV(t)
dt =εS-βVf(I)-(μ+σ)V

dE(t)
dt =Sf(I)+βVf(I)-e

-μτ(S(t-τ)f(I(t-τ))+βV(t-τ)f(I(t-τ)))-μE

dI(t)
dt =e-μτ(S(t-τ)f(I(t-τ))+βV(t-τ)f(I(t-τ)))-(μ+γ)I

dR(t)
dt =γI+σV-μR

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
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ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(1)

其中:A 为人口的常数输入率,μ 是自然死亡率,ε 为易感人群的疫苗接种率,β反映了疫苗接种者V 免疫

的有效性(β∈ [0,1]),σ为疫苗接种成功率,τ表示潜伏期时滞,γ 代表染病者的恢复率.
系统(1)满足初始条件:

S(θ)=φ1(θ),V(θ)=φ2(θ),E(θ)=φ3(θ),I(θ)=φ4(θ),R(θ)=φ5(θ)

φi(θ)≥0,θ∈ [-τ,0],φi(0)>0,i=1,2,3,4,5
(2)

其中φ =(φ1(θ),φ2(θ),φ3(θ),φ4(θ),φ5(θ))T ∈C,C 表示从[-τ,0]到 R5+ 的 Banach空间

C([-τ,0],R5+)上的连续函数空间,R5+={(S,V,E,I,R):S≥0,V ≥0,E ≥0,I≥0,R ≥0}.
关于系统(1)中的f(I)有如下假设:

(H1)f(0)=0;f(I)>0,∀I>0;f'(I)>0,∀I≥0;lim
I→∞

f'(I)< ∞.

(H2)If'(I)-f(I)≤0;f″(I)≤0,I>0且f'(I)≥0,即0≤f'(I)≤f'(0).

(H3)当I∈ (0,I*)时,I
I* ≤

f(I)
f(I*)

;当I>I* 时,I
I* >

f(I)
f(I*).

由于系统(1)中的第1,2,4个方程与E 和R 无关,故我们可以研究以下约化系统:

dS(t)
dt =A-Sf(I)-(μ+ε)S

dV(t)
dt =εS-βVf(I)-(μ+σ)V

dI(t)
dt =e-μτ(S(t-τ)f(I(t-τ))+βV(t-τ)f(I(t-τ)))-(μ+γ)I

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(3)

1 解的非负有界性及平衡点的存在性

引理1 在初始条件(2)的情况下,系统(3)的解(S(t),V(t),I(t))始终非负且有界.
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证  1)利用反证法证明非负性.假设存在时间t1 >0使得S(t)第一次到达0,即S(t1)=0,则

S'(t1)=A >0

所以对于充分小的ε>0,当t∈(t1-ε,t1)时,S(t)<0,这与在(0,t1)上S(t)>0矛盾.类似地,可

证得V(t)>0,I(t)>0.

2)有界性.令N(t)=S(t)+V(t)+eμτI(t+τ),则

N'(t)=A-μN -σV-γeμτI(t+τ)≤A-μN
从而有

lim
t→+∞
supN(t)≤

A
μ

引理1证毕.
由引理1知,系统(3)的可行域为

Ω= (S,V,I)|S≥0,V ≥0,I≥0,0<S(t)+V(t)+eμτI(t+τ)≤
A
μ{ }

本文将在可行域Ω 内研究系统(3)的动力学性态.
令系统(3)的右端为0,易知系统(3)总存在无病平衡点

E0=(S*
0 ,V*

0 ,0)=
A

μ+ε
, εA
(μ+ε)(μ+σ)

,0æ

è
ç

ö

ø
÷

基于下一代矩阵的方法[15],可以得到系统(3)的基本再生数为:

R0=
e-μτAf'(0)

(μ+ε)(μ+γ)+
e-μτβεAf'(0)

(μ+ε)(μ+σ)(μ+γ)=
e-μτS*

0f'(0)
μ+γ +

e-μτβV*
0f'(0)

μ+γ

 引理2 当R0 >1时,系统(3)存在唯一的地方病平衡点E* =(S*,V*,I*).
证  令系统(3)的右端等于0,可以得到如下方程组:

A-S*f(I*)-(μ+ε)S* =0

εS* -βV*f(I*)-(μ+σ)V* =0

e-μτ(S*f(I*)+βV*f(I*))-(μ+γ)I* =0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(4)

解方程组(4)得

S* =
A

f(I*)+μ+ε
,V* =

εA
(f(I*)+μ+ε)(βf(I*)+μ+σ)

(5)

把式(5)代入方程组(4)的第三个方程得

e-μτ A
f(I*)+μ+ε+ βεA

(f(I*)+μ+ε)(βf(I*)+μ+σ)
æ

è
ç

ö

ø
÷
f(I*)
I* -(μ+γ)=0

令

φ(I)=e
-μτ A

f(I)+μ+ε+ βεA
(f(I)+μ+ε)(βf(I)+μ+σ)

æ

è
ç

ö

ø
÷
f(I)
I -(μ+γ)

则有

lim
I→0+

φ(I)=e
-μτ A

μ+ε+ βεA
(μ+ε)(μ+σ)

æ

è
ç

ö

ø
÷f'(0)-(μ+γ)= (μ+γ)(R0-1)>0

φ
A

μ+γ
æ

è
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ö

ø
÷ =e-μτ(μ+γ)

f A
μ+γ
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è
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ø
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A
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<0

φ'(I)= -e-μτ
Af'(I)

(f(I)+μ+ε)2+ βεAf'(I)
(f(I)+μ+ε)2(βf(I)+μ+σ)+

β2εAf'(I)
(f(I)+μ+ε)(βf(I)+μ+σ)2

æ

è
ç

ö

ø
÷
f(I)
I +

e-μτ A
f(I)+μ+ε+ βεA

(f(I)+μ+ε)(βf(I)+μ+σ)
æ

è
ç

ö

ø
÷
If'(I)-f(I)

I2

由条件(H2)可知,φ'(I)<0.故由根的存在性定理可知,当R0>1时,系统(3)存在唯一的地方病平衡点

E* =(S*,V*,I*).

2 稳定性分析

定理1 当R0 <1时,无病平衡点E0 局部渐近稳定.
证  系统(3)在E0 处的特征方程为

(λ+μ+ε)(λ+μ+σ)(λ-e-(λ+μ)τ(S*
0f'(0)+βV*

0f'(0)+μ+γ))=0
则

λ1=-μ-ε,λ2=-μ-σ

另一个根由λ-e-(λ+μ)τ(S*
0f'(0)+βV*

0f'(0)+μ+γ)=0决定,假设Re(λ3)≥0,则

Re(λ3)=e-μτ(S*
0f'(0)+βV*

0f'(0))e-Re(λ3τ)cosIm(λ3τ)-(μ+γ)≤

e-μτ(S*
0f'(0)+βV*

0f'(0))-(μ+γ)=
(μ+γ)(R0-1)<0

矛盾,故当R0 <1时,无病平衡点E0 局部渐近稳定.
定理2 当R0 <1时,无病平衡点E0 全局渐近稳定.
证  定义如下Lyapunov泛函:

V1(t)=I+e-μτ∫
t

t-τ
S(θ)f(I(θ))+βV(θ)f(I(θ))( )dθ

则对V1(t)沿着系统(3)的轨线求导得

V'1(t)=e-μτ(S(t-τ)f(I(t-τ))+βV(t-τ)f(I(t-τ)))-(μ+γ)I+

e-μτ(S(t)f(I(t))+βV(t)f(I(t))-(S(t-τ)f(I(t-τ))+βV(t-τ)f(I(t-τ))))=

e-μτ(S(t)f(I(t))+βV(t)f(I(t)))-(μ+γ)I
由条件(H2)可知f(I)≤f'(0)I,所以

V'1(t)≤e-μτ(S*
0f'(0)+βV*

0f'(0))I-(μ+γ)I=(μ+γ)(R0-1)I
因此,如果R0 <1则V'1(t)≤0,且仅在E0 处V'1(t)=0,故由Lyapunov-LaSalle不变集原理[16]知E0 全

局渐近稳定.
系统(3)在地方病平衡点E* 处的特征方程为

g(λ)=λ3+A1λ2+A2λ+A3+(B1λ2+B2λ+B3)e-(λ+μ)τ =0 (6)

其中
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A1=f(I*)+μ+ε+βf(I*)+μ+σ+μ+γ>0

A2=(f(I*)+μ+ε)(βf(I*)+μ+σ+μ+γ)+(βf(I*)+μ+σ)(μ+γ)>0

A3=(f(I*)+μ+ε)(βf(I*)+μ+σ)(μ+γ)>0

B1=-S*f'(I*)-βV*f'(I*)<0

B2=-S*f'(I*)(μ+ε+βf(I*)+μ+σ)-βV*f'(I*)(f(I*)+μ+ε+μ+σ)<0

B3=-S*f'(I*)((μ+ε)(μ+σ)+μβf(I*))-βV*f'(I*)(μ+σ)(f(I*)+μ+ε)<0

 定理3 当R0 >1,τ≥0时,地方病平衡点E* 局部渐近稳定.
证  当τ≥0时,由系统(3)的第三个方程可得

e-μτ(S* +βV*)=
(μ+γ)I*

f(I*)

所以由假设(H2)得

μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*))=
(μ+γ)(f(I*)-I*f'(I*))

f(I*) ≥0

从而

g(0)=A3+B3e-μτ =βf(I*)(f(I*)+ε)(μ+γ)+(μ+ε)(μ+σ)(μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))+

μβf(I*)(μ+γ-e-μτS*f'(I*))+(μ+σ)f(I*)(μ+γ-e-μτβV*f'(I*))>0
故g(λ)不存在零根.

假设λ=iω(ω >0)是g(λ)=0的一个纯虚根,代入特征方程(6)并分离实部和虚部得

A1ω2-A3=(-B1ω2+B3)e-μτcosωτ+B2ωe-μτsinωτ

ω3-A2ω=-(-B1ω2+B3)e-μτsinωτ+B2ωe-μτcosωτ{ (7)

将方程组(7)两个等式两边分别平方并相加得

ω6+a1ω4+a2ω2+a3=0
其中

a1 =A21-2A2-B21e-2μτ =
(f(I*)+μ+ε)2+(βf(I*)+μ+σ)2+

(μ+γ+e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))(μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))>0

a2 =A22+2B1B3e-2μτ -2A1A3-B22e-2μτ =
(f(I*)+μ+ε)2(βf(I*)+μ+σ)2+(β2f2(I*)+2μβf(I*))(μ+γ)2+

[(μ+ε)2+(μ+σ)2](μ+γ+e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))(μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))+

2σβf(I*)(μ+γ)2-2σβf(I*)S*f'(I*)(S*f'(I*)+βV*f'(I*))e-2μτ +

f2(I*)(μ+γ)2-(βf(I*)S*f'(I*)+f(I*)βV*f'(I*))2e-2μτ +

2f(I*)(μ+ε)(μ+γ)2-(2βf(I*)S*f'(I*)+2f(I*)βV*f'(I*))(μ+ε)(S*f'(I*)+βV*f'(I*))e-2μτ ≥
(f(I*)+μ+ε)2(βf(I*)+μ+σ)2+(β2f2(I*)+2μβf(I*))(μ+γ)2+

[(μ+ε)2+(μ+σ)2](μ+γ+e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))(μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))+

2σβf(I*)(μ+γ+e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))(μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))+

f2(I*)(μ+γ+e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))(μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))+

2f(I*)(μ+ε)(μ+γ+e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))(μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))>0

a3 =A23-B23e-2μτ = (A3+B3e-μτ)(A3-B3e-μτ)
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由于A3+B3e-μτ >0,又

A3-B3e-μτ =βf(I*)(f(I*)+ε)(μ+γ)+(μ+ε)(μ+σ)(μ+γ+e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))+

μβf(I*)(μ+γ+e-μτS*f'(I*))+(μ+σ)f(I*)(μ+γ+e-μτβV*f'(I*))>0
因此

a3 >0
故g(λ)不会存在纯虚根.

假设g(λ)存在一根λ0 >0,使得g(λ0)=0,即

λ30+A1λ20+A2λ0+A3+(B1e-μτλ20+B2e-μτλ0+B3e-μτ)e-λ0τ =0
因为

B1e-μτλ20+B2e-μτλ0+B3e-μτ <0,e-λ0τ <1
所以

(B1e-μτλ20+B2e-μτλ0+B3e-μτ)e-λ0τ >B1e-μτλ20+B2e-μτλ0+B3e-μτ

因此可知

g(λ0)>λ30+(A1+B1e-μτ)λ20+(A2+B2e-μτ)λ0+A3+B3e-μτ

因为

A1+B1e-μτ =f(I*)+μ+ε+βf(I*)+μ+σ+μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*))>0

A2+B2e-μτ = (f(I*)+μ+ε)(βf(I*)+μ+σ)+(μ+ε+μ+σ)(μ+γ-e-μτ(S*f'(I*)+βV*f'(I*)))+

βf(I*)(μ+γ-e-μτS*f'(I*))+f(I*)(μ+γ-e-μτβV*f'(I*))>0

A3+B3e-μτ >0
所以

g(λ0)>λ30+(A1+B1e-μτ)λ20+(A2+B2e-μτ)λ0+A3+B3e-μτ >0
这与g(λ0)=0矛盾.所以g(λ)=0不存在正根.综上可得g(λ)=0只存在负实部根.故定理3得证.

定理4 当R0 >1时,地方病平衡点E* 全局渐近稳定.
证 首先,定义函数h(x)=x-1-lnx.显然,h(x)≥0(∀x>0),且当且仅当x=1时,h(x)=0.

定义如下Lyapunov泛函:

V2(t)=S-S* -S*lnS
S* +V-V* -V*lnV

V* +eμτ I-I* -∫
I

I*

f(I*)
f(X)

dXæ

è
ç

ö

ø
÷+

S*f(I*)∫
t

t-τ
h S(θ)f(I(θ))

S*f(I*)
æ

è
ç

ö

ø
÷dθ+βV*f(I*)∫

t

t-τ
hV(θ)f(I(θ))

V*f(I*)
æ

è
ç

ö

ø
÷dθ

则对V2(t)沿着系统(3)的轨线求导得

V'2(t)= 1-
S*

S
æ

è
ç

ö

ø
÷S'+ 1-

V*

V
æ

è
ç

ö

ø
÷V'+eμτ 1-

f(I*)
f(I)

æ

è
ç

ö

ø
÷I'+

S*f(I*)S(t)f(I(t))
S*f(I*) +

S(t-τ)f(I(t-τ))
S*f(I*) +ln

S(t-τ)f(I(t-τ))
S(t)f(I(t))

æ

è
ç

ö

ø
÷+

βV*f(I*)V(t)f(I(t))
V*f(I*) +

V(t-τ)f(I(t-τ))
V*f(I*) +ln
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由系统(3)的第2个方程知βV*f(I*)-εS* =-(μ+σ)V*,结合条件(H3)可得V'2(t)≤0,且仅在E*

处V'2(t)=0,故由Lyapunov-LaSalle不变集原理[16]知当R0 >1时E* 全局渐近稳定.

3 数值模拟与结论

下面利用MATLAB软件进行数值模拟来验证理论分析的结果.图1和图2分别模拟了无病平衡点和地

方病平衡点的全局稳定性.

在这里,我们选取f(I)=
I

1+αI
,显然f(I)满足假设(H1),(H2),(H3).根据水痘的疾病特点,在系

统(3)中选择参数A=10,μ=0.24,ε=0.56,α=0.3,β=0.02,σ=0.90,γ=0.96,τ=15,则有R0≈

0.287<1.由图1知,此时无病平衡点全局渐近稳定.选择参数A=10,μ=0.07,ε=0.56,α=0.3,β=

0.02,σ=0.90,γ=0.96,τ=15,则有R0 ≈5.498>1.由图2知,此时地方病平衡点全局渐近稳定.

图1 R0 <1时E0 全局渐近稳定 图2 R0 <1时E* 全局渐近稳定

  本文建立并研究了一类具有一般发生率和潜伏期时滞的水痘传播动力学模型,证明了解的非负性和有

界性,给出了基本再生数R0 的表达式,通过构造Lyapunov泛函并应用LaSalle不变集原理得出:当R0<

1时无病平衡点E0 全局渐近稳定,当R0 >1时地方病平衡点E* 全局渐近稳定.
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