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一类柱面与 Möbius带的匹配多项式①

马海成, 攸晓杰

青海民族大学 数学与统计学院,西宁810007

摘要:给两条n个点的路,其顶点从左向右分别标记为1,2,…,n和1',2',…,n'.将这两条路上的点i和i'(i=1,

2,…,n)分别用一条边连接,得到的图记为Ln,n,称为梯子.将图Ln,n的顶点1和n,1'和n'分别用一条边连接得到

的图记为Zn,n,称为柱面.将图Ln,n的顶点1和n',1'和n分别用一条边连接得到的图记为Mn,n,称为 Möbius带.
即Ln,n=Pn×P2,Zn,n=Cn×P2 分别表示梯子与柱面图.本文利用递推关系和生成函数的方法分别给出了Ln,n,

Mn,n和Zn,n的匹配多项式及完美匹配数目的计算公式.
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MatchingPolynomialsofaClassofCylindersandMöbiusStrip

MAHaicheng, YOUXiaojie
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Abstract:Giventwopathswithnvertices,theirverticesaremarkedas1,2,…,nand1',2',…,n'from
lefttorightrespectively.TheladderLn,nisobtainedbyconnectingtheverticesiandi'onthesetwopaths
withoneedgefori=1,2,…,n,respectively.ThecylinderZn,nisobtainedbyconnectingthevertices1and
n,andthevertices1'andn'withoneedgeontheladderLn,n,respectively.TheMöbiusstripMn,nisob-
tainedbyconnectingthethevertices1andn',andthevertices1'andnwithoneedgerespectivelyonthe
ladderLn,nThatis,Ln,n=Pn×P2,Zn,n=Cn×P2.Inthispaper,thematchingpolynomialsofladders,

cylinderandMöbiusstriparecalculatedbyusingrecursiverelationshipsandgenerationfunctions.Inaddi-
tion,thenumberofperfectmatchingonthesegraphsarealsocalculated.
Keywords:cylinders;Möbiusstrip;matchingpolynomial;perfectmatching

本文仅考虑有限无向的简单图.设G是有n个点的图.若G的一个生成子图的每个分支是一个孤立点或

者一条边,则称此生成子图为G 的一个匹配.恰有k条边的匹配称为k 匹配.饱和了G 的所有顶点的匹配

称为G 的完美匹配,图G 的完美匹配的个数记为pm(G).文献[1]定义了图G 的匹配多项式为

M(G,W)=∑
k≥0

p(G,k)xn-2kyk (1)
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这里W =(x,y),x和y分别是点和边的权重,p(G,k)是G 的所有k 匹配的数目,且约定p(G,0)=1.
假如令y=-1,我们便得到文献[2]中定义的匹配多项式

μ(G,x)=∑
k≥0

(-1)kp(G,k)xn-2k (2)

 (1),(2)式互相确定,本文使用(2)式为图G 的匹配多项式,并将μ(G,x)简记为μ(G).匹配多项式

在数学、统计物理和化学中都有很重要的应用.在统计物理领域,匹配多项式是描述一种物理系统的数学

模型,首先由文献[3]引入.在理论化学领域,匹配多项式的根的绝对值之和称为该图的匹配能量,与这个

图所表示的芳香烃的活性有关[4].匹配多项式的所有系数的绝对值之和(即所有匹配的总数)就是这个图表

示的碳氢化合物的Hosoya指标,与这个化合物的沸点有关[5].匹配多项式是一种组合计数多项式,它与图

的特征多项式、色多项式和其他多项式有许多联系[6-9].对于给定的图,计算这个图的匹配多项式是一个困

难的问题,文献[10-13]计算了许多图的匹配多项式.关于Hosoya指标的研究可参见文献[14],关于匹配

多项式对图的刻画的研究可参见文献[15-19].截至目前,还有许多基本图的匹配多项式仍然未知,如本文

所涉及的柱面和 Möbius带,这是两个较为基本的图,但其匹配多项式未知.作为对匹配多项式研究的补

充,本文给出了这两个图的匹配多项式,并计算了这些图上的完美匹配的个数.
设G=(V(G),E(G))是一个简单图,V(G)是其顶点集,E(G)是其边集,其中E(G)的每一个元素

是V(G)上的无序对,称为一条边.如果e∈E(G),以G\e表示从图G 中删除边e后得到的图.如果v∈
V(G),以G\v 表示删去点v 以及与之相关联的所有边后得到的图.以Pn,Cn 分别表示n 个点的路、圈.
给两条n 个点的路,其顶点从左向右分别标记为1,2,…,n和1',2',…,n',将这两条路上的点i和i'(i=1,

2,…,r)分别用一条边连接,得到的图记为Ln,r(见图1).把Ln,n 称为梯子,简记为Ln.将图Ln,r 的顶点1
和n,1'和n'分别用一条边连接得到的图记为Zn,r,Zn,n 称为柱面,简记为Zn.将图Ln,r 的顶点1和n',1'
和n 分别用一条边连接得到的图记为Mn,r,Mn,n 称为Möbius带,记为Mn(见图2).从梯子Ln 中删去点n
后得到的图记为Sn(见图3).设G 和H 是两个点不交的图,定义图G 和H 的乘积图为G×H,其顶点集为

V(G)×V(H),两个点(u1,v1),(u2,v2)∈V(G×H)在图G×H 中邻接当且仅当u1=u2,v1 与v2 在

图 H 中邻接,或u1 与u2 在G 中邻接,v1=v2.于是,梯子Ln,n =Pn ×P2,柱面图Zn,n =Cn ×P2.

图1 图Ln,r

图2 图Zn,n 和Mn,n
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图3 图Sn

1 柱面和 Möbius带的匹配多项式

引理1[9] 设图G 有k个连通分支:G1,G2,…,Gk,则

μ(G,x)=μ(G1,x)μ(G2,x)…μ(Gk,x)

 引理2[9] 设G 是一个图,u∈V(G),e=uv∈E(G),则:

(i)μ(G,x)=xμ(G\u,x)-∑
i~u

μ(G\{u,i},x);

(ii)μ(G,x)=μ(G\e,x)-μ(G\{u,v},x).
引理3[9]

μ(Pn,x)=∑
k≥0

(-1)k
n-k
k

æ

è
ç

ö

ø
÷xn-2k

μ(Cn,x)=∑
k≥0

(-1)k
n

n-2k
n-1-k

k
æ

è
ç

ö

ø
÷xn-2k =∑

k≥0

(-1)k
n

n-k
n-k
k

æ

è
ç

ö

ø
÷xn-2k

 引理4[14] 设G 是有n 个点的图,则

Z(G)=μ(G,i)
in

其中i是复数单位,i2=-1.
定理1

μ(Ln)= ∑
k1+2k2+3k3=n

(k1+k2+k3)!
k1!k2!k3!

(-1)k2(x2-2)k1x2k2 +

∑
k1+2k2+3k3=n-1

(k1+k2+k3)!
k1!k2!k3!

(-1)k2(x2-2)k1x2k2

 证  对Ln 的边e=(n-1,n)、Sn 的边e'=((n-1)',n')使用引理2,便得到(3)式的前两个式子.
为了使(3)式的系数矩阵是一个方阵,我们填上第3个式子.

μ(Ln)=μ(P2)μ(Ln-1)-2μ(P1)μ(Sn-1)+μ(Ln-2)

μ(Sn)=μ(P1)μ(Ln-1)-μ(Sn-1)

μ(Ln-1)=μ(Ln-1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(3)

 令(3)式的系数矩阵为

A=
μ(P2) -2μ(P1) 1

μ(P1) -1 0
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

 设矩阵A 的特征多项式为

f(λ)=λ3-d1λ2+d2λ-d3 (4)
其中d1=μ(P2)-1=x2-2,d2=-μ(P2)+2μ(P1)2-1=x2,d3=1.

μ(Ln)满足递推关系式

μ(Ln)=d1μ(Ln-1)-d2μ(Ln-2)+d3μ(Ln-3) (5)
初始条件为
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μ(L0)=1   μ(L1)=μ(P2)=x2-1   μ(L2)=μ(C4)=x4-4x2+2 (6)
因为(5)式的变量为t的生成函数

H(t)= (1-d1t+d2t2-d3t3)-1[μ(L0)+(μ(L1)-d1μ(L0))t+(μ(L2)-d1μ(L1)+d2μ(L0))t2]=
(1-d1t+d2t2-d3t3)-1(1+t)

且

(1-d1t+d2t2-d3t3)-1=∑
k≥0

∑
k1+2k2+3k3=k

(k1+k2+k3)!
k1!k2!k3!

(-1)k2dk1
1dk2

2dk3
3

é

ë
êê

ù

û
úútk =

∑
k≥0

∑
k1+2k2+3k3=k

(k1+k2+k3)!
k1!k2!k3!

(-1)k2(x2-2)k1x2k2
é

ë
êê

ù

û
úútk

由生成函数的定义,定理1得证.
定理2

μ(Ln,r)=(μ(Pn))2-∑
r-1

i=0

(μ(Pn-i-1))2μ(Li,i)

其中μ(L0,0)=1.
证  对Ln,r 的边er =(r,r'),er-1=(r-1,(r-1)'),…,e1=(1,1')依次使用引理2(ii),便得到

下列式子:

μ(Ln,r)=μ(Ln,r-1)-μ(Lr-1,r-1)(μ(Pn-r))2

μ(Ln,r-1)=μ(Ln,r-2)-μ(Lr-2,r-2)(μ(Pn-r+1))2

…

μ(Ln,1)=μ(P2n)=(μ(Pn))2-(μ(Pn-1))2

将以上各式相加,得到

μ(Ln,r)=(μ(Pn))2-(μ(Pn-1))2-∑
r-1

i=1
μ(Li,i)(μ(Pn-i-1))2=

(μ(Pn))2-∑
r-1

i=0

(μ(Pn-i-1))2μ(Li,i)

 定理3

μ(Zn,n)=μ(Cn)2-∑
n-1

j=0
μ(Ln-1,j)

其中Ln-1,0=2Pn-1.
证  对Zn,n 的边en=(n,n'),en-1=(n-1,(n-1)'),…,e1=(1,1')依次使用引理2(ii),便得到

下列式子:

μ(Zn,n)=μ(Zn,n-1)-μ(Ln-1,n-1)

μ(Zn,n-1)=μ(Zn,n-2)-μ(Ln-1,n-2)
…

μ(Zn,1)=μ(Cn)2-μ(Pn-1)2

相加上面各式,定理3得证.
定理4

μ(Mn,n)=μ(C2n)-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j)

其中Ln-1,0=2Pn-1.
证  对Mn,n 的边en =(n,n'),en-1=(n-1,(n-1)'),…,e1=(1,1')依次使用引理2(ii),便得

到下列式子:

μ(Mn,n)=μ(Mn,n-1)-μ(Ln-1,n-1)

83 西南师范大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn    第48卷



μ(Mn,n-1)=μ(Mn,n-2)-μ(Ln-1,n-2)
…

μ(Mn,1)=μ(C2n)-μ(Pn-1)2

相加上面各式,定理4得证.
推论1 (i)μ(Mn,n)-μ(Zn,n)=μ(C2n)-μ(Cn)2;
(ii)

pm(Mn,n)-pm(Zn,n)=
2 n 为奇数

-2 n 为偶数{
 (iii)Z(Mn,n)-Z(Zn,n)=Z(C2n)-Z(Cn)2.

证  由定理3和定理4,(i)显然.
(ii) 由匹配多项式的定义知

pm(G)=(-1)
n
2(μ(G,0))

 由(i)和引理3知

pm(Zn,n)-pm(Mn,n)=(-1)n(μ(Zn,n,0)-μ(Mn,n,0))=
(-1)n(μ(C2n,0)-μ(Cn,0)2)

 当n 为奇数时,(-1)n(μ(C2n,0)-μ(Cn,0)2)=(-1)n((-1)n ×2-0)=2.

当n 为偶数时,(-1)n(μ(C2n,0)-μ(Cn,0)2)=(-1)n((-1)n ×2-((-1)
n
2 ×2)2)=-2.

(iii) 由引理4和(i)知

Z(Mn,n)-Z(Zn,n)=μ(Mn,n,i)
i2n -μ(Zn,n,i)

i2n =μ(C2n,i)
i2n -μ(Cn,i)2

i2n =Z(C2n)-Z(Cn)2

推论1得证.

2 梯子、柱面和 Möbius带的完美匹配数

推论2

pm(Ln)=(-1)n-1 ∑
k1+3k3=n

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1

 证  在定理1中令k2=0,x=0,便得该表达式的常数项为

μ(Ln,0)= ∑
k1+3k3=n

(k1+k3)!
k1!k3!

(-2)k1 + ∑
k1+3k3=n-1

(k1+k3)!
k1!k3!

(-2)k1 =

∑
k1+3k3=n

(k1+k3)!
k1!k3!

(-2)k1 + ∑
k1+3k3=n

(k1+k3-1)!
(k1-1)!k3!

(-2)k1-1=

∑
k1+3k3=n

(k1+k3)!
k1!k3!

(-2)k1 +
(k1+k3-1)!
(k1-1)!k3!

(-2)k1-1
é

ë
êê

ù

û
úú=

- ∑
k1+3k3=n

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1

由于Ln 的完美匹配数pm(Ln)等于多项式μ(Ln,x)的常数项乘(-1)n,于是

pm(Ln)=(-1)n-1 ∑
k1+3k3=n

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1

 注1 很容易计算Ln 的完美匹配数就是著名的斐波那契数,其前几项的值L1,L2,L3,L4 的完美匹配

数分别为1,2,3,5,与推论2计算的值是吻合的.推论2给出了斐波那契数的另外一种表示法.
推论3 (i)当n 为偶数时,
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pm(Ln,r)=(-1)n ∑
⌊r2」
s=1

∑
k1+3k3=2s-1

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1+1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

 (ii)当n 为奇数时,

pm(Ln,r)=(-1)n ∑
⌊r-1
2 」

s=1
∑

k1+3k3=2s

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

 证 众所周知,当n=4m 或n=4m+2时,路Pn 的匹配多项式的常数项为1或-1;当n为奇数时,
路Pn 的匹配多项式的常数项均为0.令x=0,便得:

当n 为偶数时,定理2中表达式的常数项为

μ(Ln,r,0)=μ(Pn,0)2-μ(Pn-1,0)2-∑
r-1

i=1

(μ(Pn-i-1,0))2μ(Li,i,0)=

1-∑
⌊r2」
s=1

μ(L2s-1,2s-1,0)=

1+∑
⌊r2」
s=1

∑
k1+3k3=2s-1

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1

于是

pm(Ln,r)=(-1)n ∑
⌊r2」
s=1

∑
k1+3k3=2s-1

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1+1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

 当n 为奇数时,定理2中表达式的常数项为

μ(Ln,n,0)=μ(Pn,0)2-μ(Pn-1,0)2-∑
r-1

i=1

(μ(Pn-i-1,0))2μ(Li,i,0)=

-1-∑
⌊r-1
2 」

s=1
μ(L2s,2s,0)=-1+∑

⌊r-1
2 」

s=1
∑

k1+3k3=2s

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1

 推论4 (i)当n 为偶数时,

pm(Zn,n)=(-1)n 3+n-∑
n-1

j=1
∑
⌊j-1
2 」

s=1
∑

k1+3k3=2s

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

 (ii)当n 为奇数时,

pm(Zn,n)=(-1)n-1 n+∑
n-1

j=1
∑
⌊j2」
s=1

∑
k1+3k3=2s-1

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

 证  众所周知,当n=4m 或n=4m+2时,圈Cn 的匹配多项式的常数项为2或-2;当n为奇数时,
圈Cn 的匹配多项式的常数项均为0,令x=0,便得:

当n 为偶数时,由推论3知,定理3中表达式的常数项为

μ(Zn,n,0)=(μ(Cn,0))2-(μ(Pn-1,0))2-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j,0)=

4-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j,0)=
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4-∑
n-1

j=1
-1+∑

⌊j-1
2 」

s=1
∑

k1+3k3=2s

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

3+n-∑
n-1

j=1
∑
⌊j-1
2 」

s=1
∑

k1+3k3=2s

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1

 当n 为奇数时,定理3中表达式的常数项为

μ(Zn,n,0)=(μ(Cn,0))2-(μ(Pn-1,0))2-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j,0)=

-1-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j,0)=

-1-∑
n-1

j=1
1+∑

⌊j2」
s=1

∑
k1+3k3=2s-1

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

-n-∑
n-1

j=1
∑
⌊j2」
s=1

∑
k1+3k3=2s-1

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1
æ

è
çç

ö

ø
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 注2 容易验证图Z3 和Z4 的完美匹配数分别为4和9,与推论4计算的值是吻合的.
推论5 (i)当n 为偶数时,

pm(Mn,n)=(-1)n 1+n-∑
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 (ii)当n 为奇数时,

pm(Mn,n)=(-1)n-1 2+n+∑
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 证  令x=0,便得:
当n 为偶数时,由推论3知,定理4中表达式的常数项为

μ(Mn,n,0)=μ(C2n,0)-μ(Pn-1,0)2-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j,0)=

2-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j,0)=

-∑
n-1

j=1
-1+∑
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2 」
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k1+k3

(-2)k1-1

 当n 为奇数时,定理4中表达式的常数项为

μ(Mn,n,0)=μ(C2n,0)-μ(Pn-1,0)2-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j,0)=

-2-1-∑
n-1

j=1
μ(Ln-1,j,0)=
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-3-∑
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1+∑

⌊j2」
s=1

∑
k1+3k3=2s-1

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

-2-n-∑
n-1

j=1
∑
⌊j2」
s=1

∑
k1+3k3=2s-1

k1+k3
k1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
k1+2k3
k1+k3

(-2)k1-1
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

 注3 容易验证图M3 和M4 的完美匹配数分别为6和7,与推论5计算的值是吻合的.
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