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一类半参尾指数估计量的渐近性质①

余乐乐, 彭作祥

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:基于对数函数和幂函数构造的统计量,本文提出一类半参尾指数估计量,并证明其相合性和渐近正态性.
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Abstract:Basedonthestatisticsconstructedbylogarithmicfunctionandpowerfunction,thispaperpropo-

sesaclassofsemiparametrictailexponentialestimators,andprovestheirconsistencyandasymptoticnor-

mality.
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设{Xn,n≥1}为独立同分布的随机变量序列,其分布函数为F(x).X1,n≤…≤Xn,n 表示X1,…,Xn

的次序统计量.若存在规范化常数an >0和bn 及非退化分布函数Gγ(x)使得

lim
n→∞

Fn(anx+bn)=Gγ(x) (1)

由文献[1-2]可知

Gγ(x)=exp{-(1+γx)-
1
γ},γ∈R,1+γx≥0

则称F 属于G 的吸引场,记为F ∈D(G),γ 为极值指数.令U(t)=F 1-
1
t

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,t≥1.当γ >0时,

(1)式等价于

lim
t→∞

U(tx)
U(t)=xγ,x>0 (2)
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 文献[3]提出了著名的Hill估计量.文献[4]为减小Hill估计量的偏差,构造了矩率估计量.文献[5]利
用函数gr,u(x)=xrlnu(x),x ≥1构造出如下的统计量

Gn(k,r,u)=
1
k∑

k-1

i=0
gr,u

Xn-i,n

Xn-k,n

æ

è
ç

ö

ø
÷ (3)

其中γr<1,u>-1.利用(3)式可以将Hill估计量、矩率估计量表示出来:

γ
∧

H
n (k)=Gn(k,0,1)

γ
∧

MR
n (k)=

Gn(k,0,2)
2Gn(k,0,1)

极值指数估计的应用非常广泛,相关研究可参见文献[6-10].
本文利用统计量Gn(k,r,u)构造如下的尾指数估计量

γ
∧

n(k,r)=
Gn(k,r,1)
G2

n(k,r,0)
假定(2)式成立且存在序列k=k(n)满足当n→ ∞ 时,

k(n)→ ∞,
n

k(n)→ ∞
(4)

考虑γ
∧

n(k,r)的弱相合性.此外,如果存在可测函数A(t)使得

lim
t→∞

U(tx)
U(t)-xγ

A(t) =xγxρ -1
ρ

(5)

成立,则我们讨论γ
∧

n(k,r)的渐近分布,其中ρ<0表示二阶参数.

1 相合性和渐近正态性

定理1 假定γr<1成立,在(2)式和(4)式的条件下,γ
∧

n(k,r)
P
→γ.

定理2 假定γr<
1
2

成立,在(4)式和(5)式的条件下,存在λ∈R使得

lim
n→∞

kA n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷=λ (6)

则当n→ ∞ 时,

k(γ
∧

n(k,r)-γ)
d
→N(μ(r),σ2(r))

其中

μ(r)=
λ(1-2γr)(1-γr-ρ)+γr(1-γr)

(1-γr-ρ)2

σ2(r)=
γ2(4γ2r2(1-2γr)-4γr(1-γr-γ2r2))

(1-2γr)2
+
γ2(1-2γr+2γ4r4)

(1-2γr)3

2 定理的证明

设{Yn,n≥1}为独立同分布的标准Pareto序列,Y1,n,…,Yn,n 表示Y1,…,Yn 的次序统计量,由文献

[11]可得到{Xi}ni=1=
d {U(Yi)}ni=1,

Yn-i,n

Yn-k,n
{ }

k-1

i=0
=
d {Yk-i,k}k-1

i=0.

定理1的证明  由文献[5]的定理1可知,当n→ ∞ 时,

Gn(k,r,u)
P
→

γuγ(1+u)
(1-γr)1+u
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得到

Gn(k,r,1)
P
→

γ
(1-γr)2

,Gn(k,r,0)
P
→

1
(1-γr)

利用连续映射定理[12]和Slutsky定理[13],定理得证.
对定理2的证明,我们需要下面的辅助引理.
引理1 在定理2的条件下,当n→ ∞ 时,有

k Gn(k,r,0)-
1

1-γr
,Gn(k,r,1)-

γ
(1-γr)2{ }

d
→(λμ1(r)+N1,λμ2(r)+N2) (7)

其中

μ1(r)=
r

(1-γr)(1-γr-ρ)

μ2(r)=
1-γ2r2-ρ

(1-γr)2(1-γr-ρ)2

(N1,N2)是二维零均值高斯向量,满足

(N1,N2)~N(0,Σ),Σ=
s21 s12
s12 s22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

其中

s21=
γ2r2

(1-γr)2(1-2γr)

s22=
γ2(1-2γr+2γ4r4)
(1-γr)4(1-2γr)3

s12=
γ2r(1-γr-γ2r2)
(1-γr)3(1-2γr)2

 证  由二阶正规变换条件(5)式知,对充分大的t,

U(tx)
U(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

=xγr 1+rA(t)x
ρ -1
ρ

+o(A(t))æ

è
ç

ö

ø
÷ ,lnU(tx)

U(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷=γlnx+A(t)x

ρ -1
ρ

+o(A(t))

则

Gn(k,r,0)
d
→
1
k∑

k

i=1
Yγr

i +rA n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
k∑

k

i=1
Yγr

i
Yρ

i -1
ρ

+o A n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ (8)

Gn(k,r,1)
d
→γ1k∑

k

i=1
Yγr

ilnYi+A n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
k∑

k

i=1
Yγr

i
Yρ

i -1
ρ

+

γrA n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷
1
k∑

k

i=1
Yγr

i
Yρ

i -1
ρ
lnYi+o A n

k
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ (9)

利用文献[14]中的Cramer-Wold定理证明(7)式成立.对任意(φ,ψ)∈R2,有

k φ Gn(k,r,0)-
1

1-γr
æ

è
ç

ö

ø
÷ +ψ Gn(k,r,0)-

γ
(1-γr)2

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

d
→ kBn(k,r)+ kCn(k,r)+op(1) (10)

其中

Bn(k,r)=
1
k∑

k

i=1
φYγr

i -
1

1-γr
æ

è
ç

ö

ø
÷+ψγYγr

ilnYi-
1

(1-γr)2
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

Cn(k,r)=
1
k∑

k

i=1
φrA

n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷Yγr

i
Yρ

i -1
ρ

+ψγrA n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷Yγr

i
Yρ

i -1
ρ
lnYi+A n

k
æ

è
ç

ö

ø
÷Yγr

i
Yρ

i -1
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

当γr<
1
2

时,
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EφYγr
i -

1
1-γr

æ

è
ç

ö

ø
÷+ψγYγr

ilnYi-
1

(1-γr)2
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷=φ2s21+2φψs12+ψ2s22

由列为林德伯格中心极限定理可得

kBn(k,r)
d
→φN1+ψN2 (11)

与文献[15]引理1类似计算,有

kCn(k,r)
P
→λ(φμ1(r)+ψμ2(r)) (12)

由(11)式,(12)式及Slutsky定理,知

k(Bn(k,r)+Cn(k,r))
d
→φ(N1+λμ1(r))+ψ(N2+λμ2(r)) (13)

结合(10)式和(13)式,引理得证.
定理2的证明  定义

W (1)
n := k 1

k∑
k

i=1
Yγr

i -
1

1-γr
æ

è
ç

ö

ø
÷

W (2)
n := k 1

k∑
k

i=1
Yγr

ilnYi-
1

(1-γr)2
æ

è
ç

ö

ø
÷

利用泰勒展式,(8)式和(9)式化简为

1
G2

n(k,r,0)
=
d (1-γr)2 1-21-γr

k
W (1)

n +
rA n

k
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-γr-ρ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
(1+op(1))

Gn(k,r,1)=
d γ
(1-γr)2 1+

(1-γr)2

k
W (2)

n +
(1-γr)A n

k
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ(1-γr-ρ)
+

æ

è

ç
çç

r(2-2γr-ρ)A
n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

(1-γr-ρ)2
+o A n

k
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø

÷
÷

得到

Gn(k,r,1)
G2

n(k,r,0)
=
dγ1+

(1-γr)2

k
W (2)

n -
2(1-γr)

k
W (1)

n +
æ

è
ç

(1-2γr)(1-γr-ρ)+γr(1-γr)
γ(1-γr-ρ)2

A n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷+

o A n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷+op

1
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷

即

k(γ
∧

n(k,r)-γ)=
dγ(1-γr)2W (2)

n -2γ(1-γr)W (1)
n +

(1-2γr)(1-γr-ρ)+γr(1-γr)
(1-γr-ρ)2

A n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷+

o A n
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷+op

1
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

由引理1知

(W (1)
n ,γW (2)

n )
d
→(N1,N2)

结合(6)式,定理2得证.
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