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高维纵向数据的惩罚expectile估计①
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摘要:基于期望分位数(expectile)回归理论,提出高维纵向数据的惩罚expectile(PGEEE)估计,在正则条件下,建

立了估计量的Oracle性质.数值模拟和实证结果表明,PGEEE估计在实现变量选择的同时,提供了模型回归系数

的相合估计,并且该方法可以有效识别异方差,刻画数据的异质结构,挖掘数据中更丰富的信息.
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Abstract:Basedontheexpectileregressiontheory,thepenaltyexpectile(PGEEE)estimationofhigh-di-
mensionallongitudinaldatahasbeenproposed,andtheOraclepropertyoftheestimatorhasbeenestab-
lishedundersomeregularconditions.Numericalsimulationandempiricalresultsdemonstratethatthe
PGEEEestimationprovidesaconsistentestimationoftheregressioncoefficientsofthemodelwhilereali-
zingthevariableselection.Moreover,thismethodcaneffectivelyidentifyheteroscedasticity,characterize
theheterogeneousstructureofthedata,andminethericherinformationinthedata.
Keywords:expectileregressiontheory;penalizedexpectileestimatingequation;Oracleproperty;hetero-
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在统计学中,有很多方法可以寻找数据间的潜在关系,刻画数据结构.文献[1]提出的广义估计方程

(generalizedestimatingequaiton,GEE)是很常见的一种分析纵向数据的统计方法,在研究数据内部关系及

预测等方面有重要的作用.此方法的优点是即使相关结构被误判,所得估计仍然是相合的.在大数据时代,
高维纵向数据能比时序数据和横截面数据提供更多的信息.然而数据的高维性使模型变得复杂,降低了模

型的估计精度.带惩罚项的正则化估计是解决高维数据的常用方法.文献[2]提出的SCAD惩罚和文献[3]
提出的MCP惩罚是常见的非凸惩罚方法,具有Oracle性质.文献[4-5]将GEE与惩罚函数相结合,提出了
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惩罚广义估计方程(penalizedgeneralizedestimatingequation,PGEE),模拟研究表明该方法在筛选出重要

变量的同时得到模型回归系数的无偏估计.
在实际应用中,数据往往会呈现异质性.文献[6]首次提出分位数回归(quantileregression,QR)方法,

可以捕捉整个条件分布的特征.文献[7]基于独立的数据结构提出纵向数据的线性分位数回归模型.这不可

避免地会损失估计效率.进一步,文献[8]考虑纵向数据重复观测样本间的相关性,建立分位数GEE回归

模型,提高了估计效率.文献[9]对纵向数据的分位数回归模型添加惩罚项,提出了惩罚分位数回归模型.
QR方法对应的损失函数具有不可微性,这给数值计算带来了很大的难度,尤其对于高维复杂数据来

说,该问题变得更加突出.受分位数回归的启发,文献[10]将分位数回归中的非对称绝对值损失函数替换

为非对称最小平方损失函数,提出了期望分位数(expectile)估计量.Expectile方法不仅继承了QR方法可

以处理异质性的优点,且具有连续可微的损失函数,相较QR方法在计算上也有很大的优势.在独立同分

布的截面数据中,文献[11-12]将expectile回归与惩罚函数相结合,提出带有惩罚项的expectile回归模型,
建立了Oracle性质,同时实现了变量选择和异方差识别.文献[13]将expectile应用到纵向数据,提出了广

义expectile估计方程(generalizedexpectileestimatingequation,GEEE).模拟结果显示,GEEE估计量可

以识别出异方差,在保留分位数优点的同时,降低了计算难度.近年来,作为QR方法的替代,expectile方

法受到部分学者的关注,但在纵向数据变量选择方面的研究还不多见.本文将截面数据的惩罚expectile回

归模型扩展到纵向数据,提出PGEEE(penalizedgeneralizedexpectileestimatingequation)估计量.模拟结

果和实证分析显示,PGEEE估计量不仅可以实现高维数据的变量选择,并且同时为重要变量的回归系数

进行估计.更重要的是,PGEEE方法可以得到一系列τ水平下的变量选择和模型估计结果,详细地刻画了

数据的异质结构,能够比GEE提供更多的信息.

1 纵向数据的expectile回归和PGEEE模型

1.1 Expectile回归模型和PGEEE
定义随机变量Y 的τ-expectile值为

μτ(Y)=argmin
θ
E(ρτ(Y-θ)) (1)

其中τ∈(0,1),ρτ(θ)=|τ-I(θ≤0)|·θ2 是非对称平方损失函数,I是示性函数.由τ-expectile的定义

易知,当τ=0.5时,ρτ(·)等价于经典的最小二乘损失函数,则模型(1)对应经典的均值回归模型,μτ(Y)
为随机变量Y 的数学期望.

假设有纵向样本数据(yij,Xij),i=1,…,n,j=1,…,mi,满足如下的expectile线性回归模型

yij =XT
ijβn +εij

(2)

其中:n 是个体的数目,mi 是第i个个体的测量次数,yij 和Xij=(X1
ij,…,Xpn

ij
)T 是第i个个体的第j次

观测值,总观测次数N=∑
n

i=1
mi.在本文中,协变量的维数pn 可以是发散的.εi=(εi1,…,εimi

)T 为误差值

向量,满足其τ-expectile值μτ(εi)=0.βn 是pn 维未知参数,值得注意的是,βn 应与τ相关,在不引起混淆

的情况下,本文忽略其下标τ.记yi= (yi1,…,yimi
)T,Xi= (Xi1,… ,Ximi

)T,则模型(2)可表示为

yi=Xiβn +εi (3)
对βn 的估计可以通过求解如下目标函数的最小值来获得,即

min
βn

1
N∑

n

i=1
∑
mi

j=1
ρτ(yij -XT

ijβn) (4)

 考虑重复观测时个体内的相关性,文献[13]在纵向数据协变量数固定的情况下提出了GEEE模型,即

通过求解如下估计方程

S(βn)=∑
n

i=1
XT

iV
∧

-1
iτΨτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn)=0 (5)

获得系数βn 的估计.其中,Ψτ(yi -Xiβn)=diag(ψτ(yi1-XT
i1βn),…,ψτ(yimi -XT

imiβn)),ψτ(x)=
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|τ-I(x ≤0)|,V
∧

iτ =A
1
2iτRi(α

∧

τ)A
1
2iτ,Aiτ =diag(σi1,…,σimi

),σij=Var(yij|Xij,βn).Ri(ατ)称为参

数为ατ 的工作相关矩阵,用来代替真实的相关系数矩阵,具有独立(IND),自回归(AR(1)),等相关(CS),

不确定性(UN)相关结构等.α
∧

τ 是参数ατ 的估计,本文使用矩估计,表达式详见算法过程.
进一步地,本文在协变量维数pn 发散的情况下,提出纵向数据的惩罚非对称最小二乘PGEEE估计,

即通过求解如下估计方程

Q(βn)=S(βn)-nP'λn(|βn|)Sign(βn)=0 (6)
获得系数βn 的PGEEE估计.其中,P'λn(|βn|)=(p'λn(|βn1|),…,p'λn(|βnpn|))T,pλn(t)是一个含有

调节参数λn 的非负惩罚函数,p'λn(t)为pλn(t)的导数.Sign(βn)= (sign(βn1),…,sign(βnpn
))T,sign(t)=

I(t>0)-I(t<0)为符号函数.P'λn(|βn|)Sign(βn)定义为对应元素相乘得到的向量.本文考虑MCP和

SCAD两种惩罚方法.MCP惩罚函数的数学表达式为

p'λn(t)= λn -
t
γ

æ

è
ç

ö

ø
÷I(|t|≤γλn) (7)

为简化模型,参考文献[14],取γ=3.SCAD惩罚函数的数学表达式为

p'λn(t)=λn I(|t|≤λn)+
(γλn -t)+
(γ-1)λ

I(t>λn){ } (8)

根据文献[2]建议取γ=3.7.此时模型(6)中需要选择的参数只有λn,本文使用BIC准则来选取,表达式见

算法过程.
1.2 求解算法

Step1:给定一个λn,求解(4)式获得初始值β
∧
(0)
n .

Step2:ε
∧

itτ =yit-XT
itβ
∧
(k)
n ,计算相关系数.

α
∧

τ,CS =
1

N1-p∑
n

i=1
∑
mi

t<s
ψτ(ε

∧

itτ)ε
∧

itτψτ(ε
∧

isτ)ε
∧

isτ,N1=
1
2∑

n

i=1
mi(mi-1)

α
∧

τ,AR(1)=
1

N2-p∑
n

i=1
∑

t<mi-1
ψτ(ε

∧

itτ)ε
∧

itτψτ(ε
∧

i,t+1,τ
)ε
∧

i,t+1,τ
,N2=∑

n

i=1

(mi-1)

α
∧

tsτ,UN =
1

N -p∑
n

i=1
ψτ(ε

∧

itτ)ε
∧

itτψτ(ε
∧

isτ)ε
∧

isτ

 Step3:使用如下迭代式计算β
∧
(k+1)
n :

β
∧
(k+1)
n =β

∧
(k)
n +[∑

n

i=1
XT

iV
∧

-1
iτΨτ(yi-Xiβ

∧
(k)
n )Xi+nEn(β

∧
(k)
n )]-1·[S(β

∧
(k)
n )-nEn(β

∧
(k)
n )] (10)

其中En(β
∧

n)=diag
p'λn(|β

∧

1|+)

|β
∧

1|
,…,

p'λn(|β
∧

pn |+)

|β
∧

pn |
{ } .

Step4:重复Step2-Step3直至收敛,并计算λn 对应的BIC值,其表达式为

BIC(λn)=log
1
N∑

n

i=1
∑
mi

j=1
ρτ(yij -XT

ijβn)
æ

è
ç

ö

ø
÷+
1
N
·df·logN (11)

其中,df 表示λn 对应模型所选择的变量个数.

Step5:重复Step1-Step4,选取BIC值最小的λn 作为惩罚因子,对应的β
∧

n 为未知参数最优解.

2 Oracle性质

记m= max{mi,i=1,…,n},参数真值为βn0= (βT
n0(1),βT

n0(2))T.不失一般性,设βn0(1)为s维非零元

素构成的向量,βn0(2)为pn-s维零向量,βn0(2)=0,则协变量矩阵可记为Xi= (Xi(1),Xi(2)),Xi(1)= (Xi1(1),…,

Ximi(1)),Xij(1)为Xij 的前s个元素构成的向量.C,C1,C2,…代表与n无关的正常数,不同地方可以取不同
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的值.为了证明估计量的性质,本文需要以下假设条件:

(A1)supi,j‖Xij‖=Op(pn);{(Xi,yi)}ni=1 独立,且Var[Ψτ(yi-Xi(1)βn0(1))(yi-Xi(1)βn0(1))]=
E[Ψτ(yi -Xi(1)βn0(1))(yi-Xi(1)βn0(1))(yi-Xi(1)βn0(1))TΨτ(yi-Xi(1)βn0(1))]=Σiτ;存在υ>0,Δ>0,使

E|ψτ(εijτ)|4+υ <Δ,E|εijτ|
4+υ <Δ;

(A2)估计协方差阵V
∧

iτ 满足‖V
∧

-1
iτ -V-1

iτ ‖=Op
pn

n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,其中Viτ 是满足C1Imi ≤Viτ ≤C2Imi

的正定

阵(Viτ 可以不等于真实协方差阵Vi0τ),Imi
是mi 阶单位阵.‖A‖=[tr(AAT)]12 表示矩阵A 的Frobenius

范数;

(A3)存在两个正常数C1,C2,使得C1≤λmin
1
n∑

n

i=1
XT

iXi
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤λmax

1
n∑

n

i=1
XT

iXi
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤C2,λmin,λmax 分别

表示矩阵的最小和最大特征根;
(A4) 记 P1 = P'λn

(|βn0(1) |)Sign(βn0(1)),P2 = diag(p″λn
(β10), …,p″λn(βs0));Dτ =

lim
n→∞

1
n∑

n

i=1
XT

i(1)V-1
iτΣiτV-1

iτXi(1),Φτ =lim
n→∞

1
n∑

n

i=1
XT

i(1)V-1
iτE[Ψτ(yi-Xi(1)βn0(1))]Xi(1);

(A5)1np3
n →0;

(A6)an = max
1≤k≤pn

{p'λn(|βj0|),βj0 ≠0}=O(n-
1
2),bn = max

1≤k≤pn
{p″λn(|βj0|),βj0 ≠0}→0;

(A7)liminf
n→∞

liminf
θ→0+

p'λn(θ)
λn

>0,
1
λn

pn

n →0.

定理1 记方程(6)的解β
∧

n 为模型(2)中系数βn 的PGEEE估计.当(A1)-(A7)满足,若λn →0,且

当n→ ∞ 时,

pn

n
λn

→0,那么存在β
∧

n =(β
∧
T
n(1),β

∧
T
n(2))T 满足

(i)(稀疏性)β
∧

n(2)=0;

(ii)(渐近正态性)n(Φτ +P2)(β
∧

n(1)-βn0(1)+(Φτ +P2)-1P1)→N(0,Dτ).
注 定理1表明所提出的方法可以选出正确的模型,同时实现对重要变量回归系数的参数估计,称为

Oracle性质[2].
定理1的证明:

(i)令αn=
pn

n .第一步证明相合性,即‖β
∧

n-βn0‖=Op
pn

n
æ

è
ç

ö

ø
÷ .只需证明对任意的>0,都存在

一个大的常数D,使得

P sup
βn=βn0+αnu,‖u‖=D

(βn -βn0)TQ(βn)<0( ) >1- (12)

成立即可.根据表达式,有

(βn -βn0)TQ(βn)=(βn -βn0)TS(βn)-n(βn -βn0)TP'λn(|βn|)Sign(βn)=
I+II

(13)

计算I的阶.令S(βn)=∑
n

i=1
XT

iV-1
iτΨτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn),有

(βn -βn0)TS(βn)=(βn -βn0)TS(βn0)+(βn -βn0)T[S(βn)-S(βn0)]=I1+I2 (14)
其中

I1=(βn -βn0)TS(βn0)+(βn -βn0)T[S(βn0)-S(βn0)]=I11+I12 (15)
考虑I11,有

E‖S(βn0)‖2=
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E ∑
n

i=1

(yi-Xiβn0)TΨτ(yi-Xiβn0)V-1
iτXiXT

iV-1
iτΨτ(yi-Xiβn0)(yi-Xiβn0)[ ] ≤

∑
n

i=1
λmax(XiXT

i)λmax(V-2
iτ )E (yi-Xiβn0)TΨτ(yi-Xiβn0)Ψτ(yi-Xiβn0)(yi-Xiβn0)[ ] ≤

C·tr∑
n

i=1
XiXT

i( ) =C∑
n

i=1
∑
mi

j=1
XT

ijXij =Op(npn) (16)

由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 知,|I11 |≤ ‖βn - βn0‖‖S(βn0)‖ = Op
pn

n
· npn

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖ =

‖u‖Op(pn).令V
∧

-1
iτ -V-1

iτ =(qits)1<t,s<mi
,有

∑
n

i=1
XT

i(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )Ψτ(yi-Xiβn0)(yi-Xiβn0)=

∑
n

i=1
∑
mi

t=1
∑
mi

s=1
Xitqitsψτ(yis -XT

isβn0)(yis -XT
isβn0)≤

Op
pn

n
æ

è
ç

ö

ø
÷m∑

n

i=1
Xitψτ(yis -XT

isβn0)(yis -XT
isβn0)

(17)

且

E‖∑
n

i=1
Xitψτ(yis -XT

isβn0)(yis -XT
isβn0)‖2=∑

n

i=1
Eψ2

τ(yis -XT
isβn0)(yis -XT

isβn0)2[ ]XT
itXit ≤

C∑
n

i=1
XT

itXit=Op(npn) (18)

由(18)式知,|I12|=Op
pn

n
· pn

n
· npn

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖=op(pn)‖u‖,因此

|I1|=Op(pn)‖u‖ (19)
将I2 分为两部分计算,有

I2=(βn -βn0)T ∑
n

i=1
XT

iV
∧

-1
iτ [Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn)-Ψτ(yi-Xiβn0)(yi-Xiβn0)]{ }=

(βn -βn0)T ∑
n

i=1
XT

iV-1
iτ [Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn)-Ψτ(yi-Xiβn0)(yi-Xiβn0)]{ }+

(βn -βn0)T ∑
n

i=1
XT

i(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )[Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn)-Ψτ(yi-Xiβn0)(yi-Xiβn0)]{ }=

I21+I22 (20)
记

I21=(βn -βn0)T ∑
n

i=1
XT

iV-1
iτ [Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn)-Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn0)]{ }+

(βn -βn0)T ∑
n

i=1
XT

iV-1
iτ [Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn0)-Ψτ(yi-Xiβn0)(yi-Xiβn0)]{ }=

Ia
21+Ib

21 (21)
其中由(A3)知

Ia
21=-(βn -βn0)T∑

n

i=1
XT

iV-1
iτΨτ(yi-XT

iβn)·Xi(βn -βn0)≤

-λmin(V-1
iτ )λmin ∑

n

i=1
XiXT

i( ) ‖βn -βn0‖2 ≤

-C·pn‖u‖2 (22)
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Ib
21=(βn -βn0)T∑

n

i=1
XT

iV-1
iτ [Ψτ(yi-Xiβn)-Ψτ(yi-Xiβn0)](yi-Xiβn0)≤

C(βn -βn0)T∑
n

i=1
XT

iV-1
iτ (yi-Xiβn0) (23)

又因为

E‖∑
n

i=1
XT

iV-1
iτ (yi-Xiβn0)‖2=E∑

n

i=1

(yi-Xiβn0)TV-1
iτXiXT

iV-1
iτ (yi-Xiβn0)≤

∑
n

i=1
λmax(V-2

iτ )λmax(XiXT
i)E‖yi-Xiβn0‖2 ≤

C∑
n

i=1
tr(XiXT

i)=Op(npn)

(24)

由(24)式得,|Ib
21|=Op(npn·αn)‖u‖=Op(pn)‖u‖,故|I21|=-Op(pn)‖u‖2+Op(pn)‖u‖.

类似地,计算I22.

I22= (βn -βn0)T· ∑
n

i=1
XT

i(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )[Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn)-Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn0)]{ }+

(βn -βn0)T· ∑
n

i=1
XT

i(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )[Ψτ(yi-Xiβn)(yi-Xiβn0)-Ψτ(yi-Xiβn0)(yi-Xiβn0)]{ }=

Ia
22+Ib

22 (25)

其中

Ia
22=-(βn -βn0)T∑

n

i=1
XT

i(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )Ψτ(yi-Xiβn)Xi(βn -βn0)≤

-λmin(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )λmin(∑
n

i=1
XiXT

i)‖βn -βn0‖2=≤-C·op(pn)‖u‖2 (26)

Ib
22=(βn -βn0)T∑

n

i=1
XT

i(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )[Ψτ(yi-Xiβn)-Ψτ(yi-Xiβn0)](yi-Xiβn0)≤

C(βn -βn0)T∑
n

i=1
XT

i(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )(yi-Xiβn0) (27)

又

E‖∑
n

i=1
XT

i(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )(yi-Xiβn0)‖2=

E ∑
n

i=1

(yi-Xiβn0)T(V
∧

-1
iτ -V-1

iτ )XiXT
i(V

∧
-1
iτ -V-1

iτ )(yi-Xiβn0)[ ] ≤

∑
n

i=1
λmax(V

∧
-1
iτ -V-1

iτ )λmax(XiXT
i)E‖yi-Xiβn0‖2 ≤

Op
pn

n
æ

è
ç

ö

ø
÷tr(∑

n

i=1
XiXT

i)=Op(pn)

(28)

由(28)式知,Ib
22=Op(pn·αn)‖u‖=op(pn)‖u‖,则I22= -op(pn)‖u‖2+op(pn)‖u‖.因此,有

I2=-Op(pn)‖u‖2 (29)

由(19),(29)式可得,(14)式的值由(29)式控制,小于0.易知(13)式中的第二项以nαn
2‖u‖ +

nbnαn
2‖u‖2 为界,因此可以找到一个足够大的D,使得(13)式的值完全由(29)式决定.(12)式得证.

接着证明稀疏性β
∧

n(2)=0.即对于任意‖βn(1)-βno(1)‖=Op
pn

n
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,存在εn=C

pn

n
,j=s+1,…,
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pn,使得

Q(βj)>0,-εn <βj <0
Q(βj)<0,0<βj <εn

(30)

由相合性证明过程知 ‖S(βn)‖=Op(npn),因此

Q(βj)=S(βj)-np'λn(|βj|)sign(βj)=

Op(npn)-np'λn(|βj|)sign(βj)=

nλn -p'λn(|βj|)·
sign(βj)

λn
+Op

1
λn

pn

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(31)

由(A7)可知,(31)式的符号完全由βj 的符号决定.(30)式得证.

(ii)由相合性证明过程知,Q((βT
n(1),0T)T)存在 n

pn
相合的局部最小值.令β

∧

n(1)为局部最小值,则其

满足如下方程

0=Q((β
∧
T
n(1),0T)T)

即

0=Q(β
∧

n(1))=S(β
∧

n(1))-nP'λn(|β
∧

n(1)|)Sign(β
∧

n(1))=

S(βn0(1))+(E[S(β
∧

n(1))]-E[S(βno(1))])+(S(β
∧

n(1))-E[S(β
∧

n(1))])-

(S(βn0(1))-E[S(βn0(1))])-nP'λn(|β
∧

n(1)|)Sign(β
∧

n(1))=

S(βn0(1))+(E[S(βn0(1))])'(β
∧

n(1)-βn0(1))-nP'λn(|β
∧

n(1)|)Sign(β
∧

n(1))+op(1)=

S(βn0(1))+(E[S(βn0(1))])'(β
∧

n(1)-βn0(1))-nP'λn(|β
∧

n(1)|)Sign(β
∧

n(1))+op(1)=

S(βn0(1))+I-II (32)

 根据文献[13]可知,-
1
n
(E[S(βn0(1))])'

p
→Φτ,

1
n
S(βn0(1))→N(0,Dτ).由条件(A4)可知,II=

nP1+nP2(β
∧

n(1)-βn0(1)).由Slutsky定理可得

n(Φτ +P2)(β
∧

n(1)-βn0(1)+(Φτ +P2)-1P1)=
1
n
S(βn0(1))+op(1)→N(0,Dτ) (33)

定理证毕.

3 模拟研究

为了研究所提方法的有限样本性质,本文比较了不同的惩罚方法及相关结构下所提出方法的效果.数

据来源于以下模型

yij =XT
ijβn +(1.5Xk

ij)εij
,i=1,…,n,j=1,…,mi,k=2,9 (34)

对于协变量的生成分为两步:第一步,生成Zij =(Z1
ij,…,Zpnij )T,来源于多元正态分布 N(0,Rpn

),
(Rpn

)a,b =0.5|a-b|,1≤a,b≤pn.第二步,令 Xl
ij =Zl

ij,l≠k,Xk
ij =F(Zk

ij),生成pn 维向量XT
ij =

(X1
ij,…,Xpnij ).F(·)表示标准正态分布的分布函数,主要用于刻画数据中的异方差.εT

i =(εi1,…,εimi
)

服从多元正态分布N(0,Ri).分别考虑如下三种情形:
情形1 pn =10,k=9,mi=4,n=50,100,200,βn =(-3,5,0,0,4,0,0,2,0,0)T.Ri 是参

数为0.9的等相关结构矩阵.
情形2 k=2,mi 服从参数为(3,6)的均匀分布,Ri 是参数为0.9的AR(1)结构矩阵.其余设置和情

形1一样.
情形3 pn=30,n=100,200.βn=(-3,5,0,0,4,0,0,2,0,0,…,0)T.其余设置和情形1一样.
注 在情形1和情形3中,τ=0.5时,真实模型中的自变量为X1

ij,X2
ij,X5

ij,X8
ij;τ=0.9时,真实模
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型中的自变量为X1
ij,X2

ij,X5
ij,X8

ij,X9
ij.情形1与情形3的设置可以比较在不同的τ下PGEEE选择的模型,

同时观察协变量维数增加时的模型估计效果.情形2中,无论τ取何值,真实模型中的自变量均为X1
ij,X2

ij,

X5
ij,X8

ij,但部分回归系数与τ 有关.τ=0.5时,β2=5;τ=0.9时,β2=6.29.情形2的设置可以比较

PGEEE在不同τ 水平下的估计精度.
重复模拟100次,表1-3给出了3种情形下MCP和SCAD两种惩罚方法的PGEEE估计结果.使用指

标Size(平均选取变量个数),FN(重要变量被误认为噪音变量的平均个数),FP(噪音变量被选择的平均个

数),Prob(X9
ij 被选出的概率),MSE(估计量的均方误差),MAE(回归系数β2 估计量的平均绝对误差)来

衡量估计量的优劣.模拟结果显示:
(i)SCAD和 MCP两种惩罚方法并无明显的优劣之分.FN均为0,表示所有重要的变量都被识别,FP

接近0,表明噪音变量被选择的可能性很小;
(ii)在情形1和情形3中,τ=0.9时,Prob等于1,而τ=0.5时,Prob的值接近0.这表明所提出的

估计量PGEEE可以在不同的τ 水平下,有效识别出正确的模型,刻画数据中的异方差结构;
(iii)在不同的τ水平下,即使选择的变量相同,参数估计值也可能不同(情形2).在此情形下,估计量的

MSE和MAE随着样本量增大而减小,表示该方法可以在识别出异方差的同时实现回归参数的一致估计;
(iv)对比情形1和情形3,协变量维数pn 从10增加至30,结果显示模型中噪音变量数量增加时,

PGEEE估计表现依然较好,且估计量MSE减小,表明该方法可以用于分析高维数据,排除无关变量,识别

出重要变量.
(v)考虑相关结构时估计量的表现总体上优于独立(IND)的情形.即使相关结构被误判后,参数估计

效果依然很好,尤其使用UN结构时.

4 实证分析

数据来自1976年至1982年间对美国经济收入动态的面板研究,包含了连续7年595名民众的工资水

平,属于平衡数据,更多详细信息参考文献[15].该研究中,协变量包括工作经历E,工作时间W,工作职

业O(蓝领取1,否则0),工作行业I(制造业取1,否则0),居住地S(居住在南部取1,否则0),种族B(黑
人取1,否则0),是否住在都市统计区A(如果是取1,否则0),是否结婚M(结婚取1,否则0),性别F(女
性取1,否则0),劳动保障U(签合同取1,否则0)及受教育程度D,响应变量为对数变换后的工资水平.

表4给出了τ=0.01,0.5,0.95下参数的PGEEE估计,其中τ=0.5对应经典的均值回归估计.分析结

果可知,不同的惩罚方法和不同的相关结构选出的变量基本一致.可以看到,在3个水平下均被选择的变量

有O,B,F,D;均未被选择的变量有W.截距项,B,F 的系数估计随着τ 不同而变化,图1a,b为不同种族

及性别对应的工资随时间变化的箱线图.男性的工资明显高于女性,白人的工资明显高于黑人.在τ=0.01
时,E 被认为是噪音变量,而在τ=0.5和0.95时被认为是重要变量.在τ=0.95时,除了独立结构下MCP
估计外,工作行业I,居住地S,是否结婚M,劳动保障U 均被剔除在模型外;而在τ=0.01和0.5时则被

认为是重要变量.图1c,d,e,f为这些变量对应的工资分布箱线图.以变量S 为例,可以看到,在低分位点

时,居住在北部的工资要明显高于南部,但是在高分位点时,两者的区别并不明显,这与PGEEE的估计结

果相吻合.由此可见,该方法比采用普通最小二乘估计(τ=0.5)挖掘出了更多的信息.

5 结语

本文基于expectile提出了高维纵向数据的PGEEE估计量,在实现模型变量选择的同时,对模型的回

归系数进行估计.在正则条件下本文建立了PGEEE估计量的 Oracle性质.数值模拟结果显示,MCP与

SCAD惩罚及不同的协方差结构在变量选择方面并无明显差异.相较于独立结构,考虑相关结构时回归系

数的估计效率更高.多数情况下,不确定结构(UN)的PGEEE估计量具有较好的估计精度.最后建立工资

数据的PGEEE模型,可以看到在不同的τ水平下,影响工资的因素有所区别,同一个因素影响程度也可能

不同.这表明PGEEE可以有效识别数据中的异质结构,比经典的惩罚估计方程估计(PGEE)挖掘出更丰富

的信息,更合理地分析了工资的影响因素.
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表1 情形1模拟结果

n
τ=0.5

Size FN FP Prob MSE
τ=0.9

Size FN FP Prob MSE

50

AR(1).mcp 4.13 0 0.13 0.05 0.0190 5.53 0 0.53 1 0.1043
CS.mcp 4.13 0 0.13 0.07 0.0169 5.23 0 0.23 1 0.0964
IND.mcp 4.29 0 0.29 0.15 0.0347 5.18 0 0.18 1 0.0991
UN.mcp 4.27 0 0.27 0.14 0.0278 5.08 0 0.08 1 0.0867
AR(1).scad 4.17 0 0.17 0.04 0.0196 5.91 0 0.91 1 0.1039
CS.scad 4.15 0 0.15 0.05 0.0153 5.5 0 0.5 1 0.1045
IND.scad 4.25 0 0.25 0.12 0.0286 5.17 0 0.17 1 0.0981
UN.scad 4.2 0 0.2 0.1 0.0229 5.07 0 0.07 1 0.0860

100

AR(1).mcp 4.05 0 0.05 0.04 0.0097 5.11 0 0.11 1 0.0467
CS.mcp 4.07 0 0.07 0.04 0.0094 5.05 0 0.05 1 0.0460
IND.mcp 4.28 0 0.28 0.16 0.0205 5.14 0 0.14 1 0.0527
UN.mcp 4.16 0 0.16 0.11 0.0126 5.01 0 0.01 1 0.0447
AR(1).scad 4.04 0 0.04 0.03 0.0092 5.18 0 0.18 1 0.0477
CS.scad 4.09 0 0.09 0.04 0.0102 5.08 0 0.08 1 0.0458
IND.scad 4.21 0 0.21 0.13 0.0176 5.13 0 0.13 1 0.0523
UN.scad 4.09 0 0.09 0.05 0.0095 5.01 0 0.01 1 0.0446

200

AR(1).mcp 4.1 0 0.1 0.05 0.0052 5.01 0 0.01 1 0.0205
CS.mcp 4.13 0 0.13 0.08 0.0059 5 0 0 1 0.0194
IND.mcp 4.14 0 0.14 0.11 0.0086 5.06 0 0.06 1 0.0224
UN.mcp 4.07 0 0.07 0.06 0.0047 5 0 0 1 0.0196
AR(1).scad 4.12 0 0.12 0.05 0.0046 5 0 0 1 0.0206
CS.scad 4.12 0 0.12 0.06 0.0053 5 0 0 1 0.0201
IND.scad 4.11 0 0.11 0.08 0.0070 5.05 0 0.05 1 0.0222
UN.scad 4.06 0 0.06 0.05 0.0036 5 0 0 1 0.0196

表2 情形2模拟结果

n
τ=0.5

Size FN FP MAE MSE
τ=0.9

Size FN FP MAE MSE

50

AR(1).mcp 4.02 0 0.02 0.1695 0.0549 4.05 0 0.05 0.1895 0.0705
CS.mcp 4.01 0 0.01 0.1626 0.0519 4.08 0 0.08 0.1972 0.0710
IND.mcp 4.05 0 0.05 0.1666 0.0613 4.19 0 0.19 0.2021 0.0901
UN.mcp 4.01 0 0.01 0.1624 0.0558 4.14 0 0.14 0.2010 0.0814
AR(1).scad 4.1 0 0.1 0.1717 0.0567 4.05 0 0.05 0.1911 0.0719
CS.scad 4.04 0 0.04 0.1624 0.0521 4.04 0 0.04 0.1966 0.0701
IND.scad 4.04 0 0.04 0.1668 0.0610 4.1 0 0.1 0.2032 0.0871
UN.scad 4.01 0 0.01 0.1624 0.0557 4.11 0 0.11 0.2009 0.0802

100

AR(1).mcp 4 0 0 0.1364 0.0312 4.04 0 0.04 0.1779 0.0534
CS.mcp 4 0 0 0.1323 0.0303 4.05 0 0.05 0.1651 0.0498
IND.mcp 4.01 0 0.01 0.1269 0.0298 4.09 0 0.09 0.1502 0.0450
UN.mcp 4 0 0 0.1267 0.0282 4.05 0 0.05 0.1488 0.0431
AR(1).scad 4.01 0 0.01 0.1367 0.0315 4.04 0 0.04 0.1778 0.0534
CS.scad 4.01 0 0.01 0.1322 0.0302 4.03 0 0.03 0.1645 0.0495
IND.scad 4 0 0 0.1268 0.0297 4.08 0 0.08 0.1501 0.0448
UN.scad 4 0 0 0.1267 0.0282 4.03 0 0.03 0.1488 0.0430

200

AR(1).mcp 4 0 0 0.0878 0.0142 4.01 0 0.01 0.0992 0.0180
CS.mcp 4 0 0 0.0834 0.0135 4.02 0 0.02 0.1025 0.0196
IND.mcp 4.02 0 0.02 0.0815 0.0137 4.13 0 0.13 0.0992 0.0204
UN.mcp 4.02 0 0.02 0.0821 0.0130 4.11 0 0.11 0.0965 0.0188
AR(1).scad 4.01 0 0.01 0.0880 0.0143 4.01 0 0.01 0.0993 0.0181
CS.scad 4 0 0 0.0836 0.0135 4.02 0 0.02 0.1026 0.0196
IND.scad 4.02 0 0.02 0.0815 0.0136 4.09 0 0.09 0.0995 0.0199
UN.scad 4.02 0 0.02 0.0821 0.0130 4.05 0 0.05 0.0967 0.0185
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表3 情形3模拟结果

n
τ=0.5

Size FN FP Porb MSE
τ=0.9

Size FN FP Porb MSE

100

AR(1).mcp 4.03 0 0.03 0 0.0060 6.11 0 1.11 1 0.0540
CS.mcp 4.03 0 0.03 0.01 0.0055 5.27 0 0.27 1 0.0451
IND.mcp 4.21 0 0.21 0.06 0.0130 5.17 0 0.17 1 0.0467
UN.mcp 4.13 0 0.13 0.04 0.0087 5.03 0 0.03 1 0.0415
AR(1).scad 4.05 0 0.05 0 0.0064 7.1 0 2.1 1 0.0582
CS.scad 4.03 0 0.03 0 0.0052 5.79 0 0.79 1 0.0455
IND.scad 4.2 0 0.2 0.05 0.0118 5.11 0 0.11 1 0.0463
UN.scad 4.09 0 0.09 0.03 0.0071 5.03 0 0.03 1 0.0413

200

AR(1).mcp 4 0 0 0 0.0028 5.05 0 0.05 1 0.0199
CS.mcp 4 0 0 0 0.0023 5.02 0 0.02 1 0.0186
IND.mcp 4.07 0 0.07 0.02 0.0047 5.24 0 0.24 1 0.0196
UN.mcp 4.03 0 0.03 0.01 0.0030 5.02 0 0.02 1 0.0168
AR(1).scad 4 0 0 0 0.0028 5.22 0 0.22 1 0.0212
CS.scad 4 0 0 0 0.0022 5.04 0 0.04 1 0.0188
IND.scad 4.07 0 0.07 0.02 0.0047 5.13 0 0.13 1 0.0195
UN.scad 4 0 0 0 0.0029 5.02 0 0.02 1 0.0171

表4 工资数据参数估计结果

β0 E W O I S B A M F U D

0.01

AR(1).mcp 5.0503 0 0 -0.1450 0.1338 -0.0689 -0.1036 0.1191 0.0966-0.2961 0.1790 0.0503
CS.mcp 4.9427 0.0116 0 -0.1211 0.0894 -0.0398 -0.1844 0.0665 0 -0.3656 0.2331 0.0603
IND.mcp 5.0381 0 0 -0.1742 0.1458 -0.0784 -0.1058 0.1136 0.1148-0.2779 0.1881 0.0488
UN.mcp 5.0422 0 0 -0.1672 0.1427 -0.0798 -0.1178 0.1094 0.1105-0.2804 0.1884 0.0506
AR(1).scad 5.0571 0 0 -0.1448 0.1341 -0.0686 -0.1030 0.1193 0.0970-0.2965 0.1792 0.0503
CS.scad 4.9421 0.0116 0 -0.1211 0.0894 -0.0399 -0.1842 0.0665 0 -0.3655 0.2330 0.0603
IND.scad 5.0386 0 0 -0.1742 0.1458 -0.0784 -0.1058 0.1136 0.1148-0.2779 0.1881 0.0488
UN.scad 5.0421 0 0 -0.1672 0.1427 -0.0798 -0.1177 0.1094 0.1106-0.2803 0.1884 0.0505

0.5

AR(1).mcp 5.3601 0.0211 0 -0.0496 0.0168 -0.0564 -0.1757 0.0368 -0.0507-0.4013 0.0452 0.0752
CS.mcp 3.2535 0.0860 0 -0.0288 0.0134 0 -0.2646 -0.0497 -0.0424-0.1739 0.0407 0.1369
IND.mcp 5.4454 0.0104 0 -0.1486 0.0531 -0.0532 -0.1671 0.1454 0.0662-0.3534 0.1019 0.0571
UN.mcp 5.4646 0.0114 0 -0.1356 0.0481 -0.0533 -0.1686 0.1381 0.0490-0.3638 0.0963 0.0587
AR(1).scad 5.3342 0.0212 0 -0.0463 0.0104 -0.0583 -0.1678 0.0193 -0.0138-0.3692 0.0390 0.0757
CS.scad 3.2518 0.0861 0 -0.0280 0.0125 0 -0.2647 -0.0490 -0.0410-0.1730 0.0398 0.1369
IND.scad 5.4456 0.0104 0 -0.1486 0.0524 -0.0524 -0.1673 0.1455 0.0662-0.3535 0.1021 0.0571
UN.scad 5.4960 0.0116 0 -0.1353 0.0457 -0.0513 -0.1735 0.1370 0 -0.3989 0.0981 0.0589

0.95

AR(1).mcp 6.0884 0.0147 0 -0.1178 0 0 -0.1714 0.0957 0 -0.4799 0 0.0654
CS.mcp 5.6347 0.0281 0 -0.1013 0 0 -0.1884 0 0 -0.4305 0 0.0750
IND.mcp 5.8522 0.0122 0 -0.1490 0.0365 0 -0.1699 0.1394 0.0615-0.4414 0.0453 0.0648
UN.mcp 6.0072 0.0133 0 -0.1242 0 0 -0.1689 0.1283 0 -0.4997 0 0.0628
AR(1).scad 6.0898 0.0146 0 -0.1179 0 0 -0.1713 0.0958 0 -0.4801 0 0.0654
CS.scad 5.5617 0.0274 0 0 0 0 -0.2058 0 0 -0.4122 0 0.0808
IND.scad 6.0187 0.0124 0 -0.1344 0 0 -0.1684 0.1377 0 -0.5039 0 0.0611
UN.scad 5.9732 0.0134 0 -0.1200 0 0 -0.1691 0.1280 0 -0.4981 0 0.0639
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图1 工资箱线图
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