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一类非线性二阶半正周期问题正解的存在性①
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摘要:本文研究了非线性二阶半正周期问题

-u″(t)+a(t)u(t)=λg(t)(f(u)+ω(t))   t∈ (0,1)

u(0)=u(1)

u'(0)=u'(1)
{

正解的存在性,其中λ为正参数,a:[0,1] →[0,∞),g:[0,1] →[0,∞)均为连续函数,ω是[0,1]上的

连续函数且|ω(t)|≤k,f:[0,∞) →[0,∞)为连续函数且满足f0 =lim
u→0

f(u)
u =0,f∞ =lim

u→∞

f(u)
u = ∞.

运用锥上不动点定理证明了:存在常数λ* >0,使得对于λ∈ (0,λ*),该问题至少有一个正解.
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Abstract:Inthispaper,weinvestigatetheexistenceofpositivesolutionsofthenonlinearsecond-order
semi-positiveperiodicproblems
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whereλisapositiveparameter,a:[0,1] →[0,∞)andg:[0,1] →[0,∞)arecontinuousfunctions,

ωisacontinuousfunctiondefinedon[0,1]with|ω(t)|≤k,f:[0,∞) →[0,∞)isacontinuousfunction

andsatisfiesf0=limu→0

f(u)
u =0,f∞=limu→∞

f(u)
u =∞.Byusingthefixedpointtheoremincones,weshow

thatthereexistsaconstantλ*>0,suchthattheproblemhasatleastonepositivesolutionforλ∈(0,λ*).
Keywords:positivesolution;semi-positiveproblem;periodicboundaryconditions;fixedpointtheoremin
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近年来,二阶微分方程边值问题受到许多学者的关注[1-14].特别地,自然界中存在着大量的周期现象且

这些周期现象可以通过二阶微分方程周期边值问题[3-14]来刻画.比如文献[5]研究了二阶周期边值问题

y″(t)-a2y+λg(t)f(y)=0   t∈ [0,2π]

y(0)=y(2π)

y'(0)=y'(2π)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

正解的存在性,其中a>0,λ是一个正参数,并且满足条件:
(A1)f:[0,∞) →[0,∞)是连续函数,且满足当u>0时,f(u)>0;

(A2)g:[0,2π] →[0,∞)是连续函数,且满足∫
2π

0
g(t)dt>0.

文献[5]运用锥上不动点定理,得到了:

引理1[5] 假定条件(A1)-(A2)成立,且f∞=lim
u→∞

f(u)
u =∞,则存在λ0>0,使得当0<λ<λ0时,

问题(1)有一个正解.
值得注意的是,文献[5]研究了非线性项f 非负的情况下问题(1)正解的存在性,且a为常数.受上述

文献启发,本文考虑比问题(1)更广泛的问题.具体地,本文研究二阶周期半正问题

-u″(t)+a(t)u(t)=λg(t)(f(u)+ω(t))   t∈ (0,1)

u(0)=u(1)

u'(0)=u'(1)
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(2)

正解的存在性,其中λ是一个正参数.我们得到如下结论:
定理1 假定以下条件成立:

(H1)f:[0,∞) →[0,∞)是一个连续函数,且f0=lim
u→0

f(u)
u =0,f∞ =lim

u→∞

f(u)
u =∞;

(H2)g:[0,1] →[0,∞)是一个连续函数,且满足∫
1

0
g(t)dt>0;

(H3)a:[0,1] →[0,∞)是一个连续函数;
(H4)ω 是[0,1]上的连续函数,且|ω(t)|≤k.

则存在常数λ* >0,使得当0<λ<λ* 时,问题(2)至少存在一个正解uλ.
注1 当ω=0时,定理1就退化为引理1的结果.然而,我们所要研究的是允许|ω|≠0的情形,允

许非线性项取负值的情况下正解的存在性结果.因此,我们所得的结果是对引理1的推广.

1 预备知识

令空间E=C[0,1],其在范数‖u‖= max
t∈[0,1]

|u|下构成Banach空间.定义线性算子L:D(L)⊂E →E

为

Lu=-u″+a(t)u   u∈D(L)
其中

D(L)={u∈C2[0,1]:u(0)=u(1),u'(0)=u'(1)}

 引理2[15-16](锥拉伸与压缩不动点定理) 设E 是一个Banach空间,且K 是E 中的一个锥.假设Ω1,

Ω2 是E 的有界开子集,且有0∈Ω1,Ω1 ⊂Ω2.令

A:K ∩ (Ω2\Ω1) →K
是全连续算子,且满足

(i)‖Au‖ ≤ ‖u‖,u∈K ∩∂Ω1 且 ‖Au‖ ≥ ‖u‖,u∈K ∩∂Ω2;
或

(ii)‖Au‖ ≥ ‖u‖,u∈K ∩∂Ω1 且 ‖Au‖ ≤ ‖u‖,u∈K ∩∂Ω2.
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则A 在K ∩ (Ω2\Ω1)中有一个不动点.
定义u(x),v(x)是齐次方程

-y″+a(t)y=0   0≤t≤1
满足初值条件

y(0)=1   y'(0)=0
的解.且定义

D=u(1)+v'(1)-2
 根据文献[6]中的定理2.5,下述引理成立:

引理3 假设条件(H3)成立且h 为非负连续函数,则线性问题

-u″(t)+a(t)u(t)=h(t)   t∈ (0,1)

u(0)=u(1)

u'(0)=u'(1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

存在唯一解

u(t)=∫
1

0
G(t,s)h(s)ds

其中

G(t,s)=
v(1)
D u(t)u(s)-

u'(1)
D v(t)v(s)+

v'(1)-1
D u(t)v(s)-

u(1)-1
D u(s)v(t)   0≤s≤t≤1

v'(1)-1
D u(s)v(t)-

u(1)-1
D u(t)v(s)   0≤t≤s≤1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

且G(t,s)>0,∀t,s∈ [0,1].
令

m=min
0≤t≤1

G(t,s)   M =max
0≤t≤1

G(t,s)

则m >0,M >0.
由于g(t)是[0,1]上的连续函数,则g(t)在[0,1]上有上界,记为T,即0<g(t)≤T.
引理4 令w 是

-u″(t)+a(t)u(t)=h(t)   t∈ (0,1)

u(0)=u(1)

u'(0)=u'(1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

的唯一解,则w(t)≥
m
M‖w‖.

证  由引理3知

w(t)=∫
1

0
G(t,s)h(s)ds

则

w(t)≥m∫
1

0
h(s)ds=

m∫
1

0

G(t,s)
G(t,s)h

(s)ds≥

m
M∫

1

0
G(t,s)h(s)ds=

m
Mw(t)
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从而w(t)≥
m
M‖w‖.

引理5 令u∈C1[0,1]∩C2(0,1),满足

-u″(t)+a(t)u(t)≥-kT   t∈ (0,1)

u(0)=u(1)

u'(0)=u'(1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

假设 ‖u‖ >
M(m+M)

m kT,则u≥0,且

u(t)≥
m
M ‖u‖-

M(m+M)
m kTæ

è
ç

ö

ø
÷

 证  令v0(t)是微分方程

-u″(t)+a(t)u(t)=-kT   t∈ (0,1)

u(0)=u(1)

u'(0)=u'(1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

的唯一解,则

-v0(t)=∫
1

0
G(t,s)kTds≤MkT

即-v0(t)≤MkT,则v0(t)≥-MkT.
令y(t)=u(t)-v0(t),则

-y″(t)+a(t)y≥0   t∈ (0,1)

y(0)≥y(1)

y'(0)≥y'(1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

由引理4可知y(t)≥
m
M‖y‖

,则有

u(t)=y(t)+v0(t)≥
m
M‖y‖-MkT=

m
M‖u-v0‖-MkT ≥

m
M
(‖u‖-‖-v0‖)-MkT ≥

m
M
(‖u‖-MkT)-MkT=

m
M ‖u‖-MkT-

M2

mkTæ

è
ç

ö

ø
÷=

m
M ‖u‖- M +

M2

m
æ

è
ç

ö

ø
÷kTæ

è
ç

ö

ø
÷=

m
M ‖u‖-

M(m+M)
m kTæ

è
ç

ö

ø
÷

2 主要结果的证明

定理1的证明  问题(2)的等价积分形式为

u(t)=λ∫
1

0
G(t,s)g(s)[f(u(s))+ω(s)]ds=Au (3)

定义E 中的集合
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K = u∈E:u(t)≥0,u(t)≥
m
M ‖u‖-λM(m+M)

m kTæ

è
ç

ö

ø
÷ ,t∈ (0,1){ }

其中

‖u‖ ≥λM(m+M)
m kT

则K 为E 中的一个正锥.
若u∈K,结合引理5和(3)式可知

Au(t)=λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(f(u(s))+ω(s))ds≤

λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(f(u(s))+ω(s)+k)ds≤

λ∫
1

0
Mg(s)(f(u(s))+ω(s)+k)ds

Au(t)=λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(f(u(s))+ω(s))ds=

λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(f(u(s))+ω(s)+k-k)ds=

λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(f(u(s))+ω(s)+k)ds-λ∫

1

0
G(t,s)g(s)kds≥

λm∫
1

0
g(s)(f(u(s))+ω(s)+k)ds-λ∫

1

0
(m+M)Tkds=

λm
M∫

1

0
Mg(s)(f(u(s))+ω(s)+k)ds-λm

M
M(m+M)

m Tk≥

m
M ‖Au‖-λM(m+M)

m kTæ

è
ç

ö

ø
÷    t∈ [0,1]

因此A(K)⊂K.此外,由Arzèla-Ascoli定理可得,A:K →K 是全连续的.
令a>1,有

f(z)+ω(t)>0   z≥a,t∈ (0,1)

 因为f0=lim
u→0

f(u)
u =0,则对∀η>0,存在H1>0,使得当a<u≤H1 时,有f(u)≤ηu,且满足

λ(η+k)∫
1

0
G(t,s)g(s)ds≤1 (4)

即

λ≤ (η+k)∫
1

0
G(t,s)g(s)ds[ ]

-1

=λ*

因此,如果u∈K 且 ‖u‖=H1,则由(3),(4)式得

Au(t)=λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(f(u(s))+ω(s))ds≤

λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(ηu+k)ds≤

λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(ηu+ku)ds≤

λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(η‖u‖+k‖u‖)ds=

λ(η+k)∫
1

0
G(t,s)g(s)ds‖u‖ ≤ ‖u‖

令

Ω1={u∈E:‖u‖ <H1}
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则有

‖Au‖ ≤ ‖u‖   u∈K ∩∂Ω1 (5)

 因为f∞ =lim
u→∞

f(u)
u =∞,则 ∀μ>0,存在H

∧

2 >0,使得当u≥H
∧

2 时,有μu≤f(u)+ω(t),且

满足

λμ
m
M∫

1

0
G(t,s)g(s)ds≥1 (6)

 令

H2=max2H1,
MH

∧

2

m{ }
Ω2={u∈E:‖u‖ <H2}

则有u∈K 且 ‖u‖=H2,则

u(t)≥
m
M‖u‖ ≥H

∧

2 (7)

因此,由(6)式和(7)式得

Au(t)=λ∫
1

0
G(t,s)g(s)(f(u(s))+ω(s))ds≥

λμ∫
1

0
G(t,s)g(s)uds≥

λμ
m
M‖u‖∫

1

0
G(t,s)g(s)ds≥ ‖u‖

因此

‖Au‖ ≥ ‖u‖   u∈K ∩∂Ω2 (8)

 从而,由(5),(8)式和引理2可知,A 在K ∩(Ω2\Ω1)中有一个不动点,使得H1≤ ‖u‖ ≤H2.因

此,当0<λ<λ* 时,问题(2)有一个正解uλ.

3 应用

例1 考虑问题

-u″(t)+(t+1)u(t)=λt(u2+sin2πt)   t∈ (0,1)

u(0)=u(1)

u'(0)=u'(1)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(9)

解的存在性,其中λ>0.
解  这里取

a(t)=t+1   g(t)=t   f(u)=u2   ω(t)=sin2πt
对于问题(9)而言,显然f 是连续的非负函数,且有

f0=lim
u→0

f(u)
u =lim

u→0

u2

u =lim
u→0

u=0

f∞ =lim
u→∞

f(u)
u =lim

u→∞

u2

u =lim
u→∞

u=∞

则f 满足条件(H1).又因g(t)=t连续,且∫
1

0
g(t)dt=

1
2 >0

,则条件(H2)成立.因为a(t)=t+1为

0,1[ ] 上的非负函数,则条件(H3)成立.因为ω(t)=sin2πt,则|ω(t)|≤1,从而条件(H4)成立.
根据定理1可得,存在常数λ* >0,使得当0<λ<λ* 时,问题(9)至少存在一个正解uλ.
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